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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der zeitlichen Dynamik in wechselwirkenden Elek-
tronensystemen. Dafiir wird die zeitabhéngige Schrodingergleichung fiir unterschiedlich kom-
plexe Beispielsysteme gelost, wobei die numerischen Auswertungen zu effektiven Zweiteilchen-
Problemen erfolgen. Fiir solche Systeme ist das explizite Losen der zeitabhingigen Schrédin-
gergleichung und das Verfolgen der zeitlichen Entwicklung der Zweiteilchen-Wellenfunktionen
noch mit akzeptablem Aufwand méglich. Auferdem stellt ein System aus zwei wechselwirken-
den Teilchen das kleinste nicht trivial 16sbare ,Vielteilchen“-System dar. Besonders verlockend
erscheint hierbei die noch recht gute Uberschaubarkeit der Effekte, die insbesondere durch
die Wechselwirkung der Teilchen untereinander herbeigefiihrt werden. Zumindest innerhalb
der numerischen Berechnungen lésst sich an diesen ,kleinen“ Systemen die Zeitentwicklung
,mit“ und ,,ohne* Wechselwirkung gut verfolgen. Die Losung der zeitabhéngigen Zweiteilchen-
Schrédingergleichung wird in dieser Arbeit sowohl fiir ein- und zweidimensionale Systeme im
Ortsraum durchgefiihrt, wie auch im Rahmen eines ein- und zweidimensionalen Hubbard-
Modells. Fiir das Zweiteilchen-Problem im eindimensionalen Hubbard-Modell kann die nume-
risch berechnete Zeitentwicklung der Zusténde anhand eines Beispiels sogar mit der analytisch
gefundenen Losung verglichen werden. Eine grundlegende Motivation zur Betrachtung des
Hubbard-Modells wird im n&chsten Abschnitt der Einleitung folgen. Die zweidimensionalen
Zweiteilchen-Systeme werden aufgrund des hohen numerischen Aufwandes nur fiir recht kleine
Systeme betrachtet werden, es kann aber anhand von 3D-Grafiken, in denen die Teilchendich-
te dargestellt wird, der grundlegende Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung auf die zeitliche
Entwicklung eines solchen Systems systematisch beobachtet werden.

Der zweite Teil dieser Arbeit, ab Kapitel 3, wird sich mit einem System beschéftigen, das
sich physikalisch ebenfalls durch ein effektives Zweiteilchen-System beschreiben lasst, und von
grokem Interesse ist, um experimentelle Beobachtungen zu verstehen und zu erkldren. Hier
werden die zu Beginn dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse bezliglich der numerischen In-
tegration der zeitabhéngigen Schrodingergleichung auf die inhomogene Exziton-Gleichung an-
gewandt. Fiir geniligend tiefe Temperaturen kénnen die optischen Eigenschaften von Halblei-
terkristallen unterhalb und im Bereich der Bandliickenenergie in einem effektiven Einteilchen-
Bild nicht ausreichend verstanden werden. Die explizite Beriicksichtigung der Coulomb-Wech-
selwirkung der Elektronen untereinander fiihrt jedoch im Rahmen der Hartree-Fock-Néherung
auf eine Beschreibung der optischen Eigenschaften in einem effektiven Zweiteilchen-Bild, dem
sogenannten Exzitonen-Bild, das die experimentellen Beobachtungen zumindest im optisch li-
nearen Regime recht zufrieden stellend beschreiben kann. Anhand dieses effektiven Zweiteilchen-
Systems, bestehend aus einem Elektron-Loch-Paar, lassen sich die diskreten gebundenen Zu-
stdnde unterhalb der Bandkante erkldren, sowie auch das Coulomb-Enhancement der Ab-
sorption in die Kontinuumszusténde oberhalb der Bandkante, siehe z.B. [Yu/Cardona, 1999].
Die lineare Antwort der Exzitonen auf ein einfallendes elektromagnetisches Feld lésst sich im
Volumenkristall analytisch berechnen. Die Zustinde des effektiven Zweiteilchen-Systems aus
Elektron und Loch entsprechen gerade Wasserstoff-Zustdnden mit effektiven Parametern.

In rdumlich begrenzten Halbleiterschichten sind jedoch experimentell zusatzliche Peaks in op-
tischen Spektren beobachtet worden, die sich nicht durch Zustinde der Exzitonen im Volu-
menkristall erkldren lassen, siehe dazu z.B. [Tuffigo et al., 1988]. Wenn man die rdumliche Be-
weglichkeit der Exzitonen auf die Gréfenordnung von einigen Exziton-Bohrradien einschrinkt,
verdndern sich die optischen Eigenschaften, weil die Exziton-Zustdnde dann aufgrund der ver-
dnderten Randbedingungen nicht mehr wasserstoffartig sind.
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Deshalb wird in dieser Arbeit das optische Verhalten solcher Systeme auf mikroskopischer
Ebene berechnet. Aufgrund des hohen numerischen Aufwands des dafiir notwendigen Verfah-
rens sind in den letzten Jahrzehnten verschiedene Ansétze entwickelt worden, um ein System
mit Exzitonen in einem begrenzten Halbleiter auf makroskopischer Ebene mit phénomenolo-
gischen Ansdtzen ndherungsweise zu beschreiben. Eine detailliertere Einfithrung dazu folgt im
dritten Abschnitt dieser Einleitung. Zun&chst folgt nun aber noch eine kurze Motivation fiir
die Betrachtung des Hubbard-Modells.

EINFUHRUNG INS HUBBARD-MODELL

Das Hubbard-Modell ist ein in der theoretischen Festkdrperphysik wohl bekanntes Modell
zur Beschreibung der mdglichen Zustdnde eines Elektronensystems auf einem Gitter von lo-
nenriimpfen im Festkorper. Ausgangspunkt ist dazu die Beschreibung des Systems in einer
Einteilchenbasis aus gut an den Gitterplatzen lokalisierten Zustéinden im Ortsraum, den soge-
nannten Wannier-Zustédnden. Die Modellbildung besteht darin, nur eine gitterplatzdiagonale
Wechselwirkung anzunehmen, und es wird ausschliefslich ein ,Hopping* der Elektronen auf die
direkt benachbarten Gitterplitze zugelassen. Damit ist das Modell in dieser Form wohl das
einfachste zur Beschreibung wechselwirkender Elektronen im Festkérper. Obwohl es seit eini-
gen Jahrzehnten intensiv untersucht worden ist, existiert bis heute keine vollstandige Losung
und es wird immer noch versucht verschiedene Effekte, wie z.B. das Auftreten von kollekti-
vem Magnetismus in unterschiedlichen Dimensionen, insbesondere in Ubergangsmetallen, im
Rahmen dieses Modells besser zu verstehen.

In dieser Arbeit wird ein neuer Aspekt des Hubbard-Modells untersucht. Oftmals ist man
nur an den stationdren Losungen eines Vielteilchen-Systems im Rahmen des Hubbard-Modells
interessiert. Hier wird auf ein- und zweidimensionalen Gittern die zeitliche Dynamik eines
Zweiteilchen-Systems im Rahmen des Hubbard-Modells beobachtet, und insbesondere welchen
Einfluss die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Teilchen auf ihre Bewegung in solch einem
atomaren Gitter hat. Fine Einfiihrung in die theoretischen Grundlagen des Hubbard-Modells
folgt dazu in Kapitel 1.5.1, sowie eine analytische Losung dieses Modells fiir zwei Elektronen
in einer Dimension in Kapitel 1.5.3.

EXZITON-POLARITONEN MIT ZUSATZLICHEN RANDBEDINGUNGEN

Das Verhalten von Halbleitern in optischen Feldern bei starker Kopplung des elektromagne-
tischen Feldes an die Ladungstriger im Medium kann nur zufrieden stellend im sogenannten
Polaritonen-Bild verstanden werden, siehe dazu Kapitel 3.2.3. Eine storungstheoretische Be-
trachtung des quantenmechanischen Systems aus Ladungstrigern und Photonen reicht dann
im Allgemeinen nicht mehr aus, um die experimentellen Beobachtungen theoretisch zu ver-
stehen. Bei direkten Halbleitern wird im Bereich der Bandliickenenergie im optisch linearen
Regime die Reaktion des Mediums auf optische Felder dominiert von exzitonischen Anregun-
gen, die stark an das elektrische Feld koppeln. In diesem Energiebereich kann die Propagation
der elektromagnetischen Wellen durch das Medium durch die Einfiihrung neuer Quasiteilchen,
den sogenannten Exziton-Polaritonen, korrekt beschrieben werden. Aus quantenmechanischer
Sicht entsprechen diese Quasiteilchen den mdéglichen gemeinsamen Zustédnden aus angeregten
Exzitonen und den Photonen des optischen Feldes im Medium. Im Rahmen der zweiten Quan-
tisierung konnen die entsprechenden Polariton-Vernichter und -Erzeuger durch eine unitére
Transformation dargestellt werden; als Linearkombination aus Vernichtern und Erzeugern der
Exzitonen im Medium und der Photonen (&hnlich der Bogoliubov-Transformation, bekannt
aus der BCS-Theorie), siehe hierzu Kapitel 3.2.3. Der Hamiltonoperator kann dann beziiglich
der neuen Polariton-Basis ndherungsweise diagonalisiert werden. Mit diesemm Modell lassen
sich optische Phénomene in der Ndhe der Bandliickenenergie auch bei direkten Halbleitern
gut verstehen, zumindest im Volumenkristall.
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In diinnen, typischerweise einige Exziton-Bohrradien dicken Halbleiterschichten ergeben sich
im Bereich der exzitonischen Resonanzen bei tiefen Temperaturen und in sehr reinen Pro-
ben weitere Peaks in experimentell gemessenen optischen Spektren. Diese kénnen nicht durch
die Losungen der Exziton-Polaritonen im Volumenmaterial erkldrt werden, und auch nicht
einfach als Fabry-Perot-Interferenzen des optischen Feldes zwischen den Oberflichen des
Kristalls. Es ist lange Zeit versucht worden das verénderte optische Verhalten mit Hilfe
von zusétzlichen, phédnomenologisch eingefiihrten Randbedingungen zu beschreiben, die an
die makroskopische Polarisation des Mediums gestellt wurden, siehe hierzu [Pekar, 1958],
[Ting et al., 1975] oder [Henneberger, 1998].} Im Vergleich mit Experimenten fiihren dieses
Ansitze aber nur teilweise zu zufrieden stellenden Ergebnissen, eine Untersuchung dazu findet
man in [Schneider et al., 2001]. Um unter Beriicksichtigung von zusétzlichen Randbedingun-
gen auf theoretischer Ebene zufrieden stellende Ergebnisse zu erhalten, ist es im Allgemeinen
notwendig mit empirisch bestimmten ,effektiven Probendicken“ zu arbeiten. Dazu werden in
Kapitel 3.3.1 mit den urspriinglich von Pekar eingefiihrten zusétzlichen Randbedingungen be-
rechnete optische Transmissionsspektren untersucht und mit den Ergebnissen einer voll mikro-
skopischen Theorie verglichen. Im Rahmen der mikroskopischen Theorie wird das exzitonische,
effektive Zweiteilchen-Problem numerisch unter starker Kopplung an ein anregendes optisches
Feld in selbstkonsistenter Weise zusammen mit den das optische Feld beschreibenden Maxwell-
Gleichungen gelost. Innerhalb dieser Berechnungen ist es dann mdoglich, die korrekten mikro-
skopischen Randbedingungen zur Beschreibung der Polariton-Propagation durch das Medium
direkt an die Exziton-Ubergangsamplitude, die der inhomogenen Exzitongleichung geniigt,
zu stellen. Daraus ergeben sich auf mikroskopischer Ebene gewonnene optische Eigenschaften
des Systems, wie Transmission und Reflexion, anhand derer die experimentell beobachteten,
zusétzlichen Resonanzen verstdndlich werden.

Aufgrund der endlichen rdumlichen Ausdehnung der Exzitonen existieren in der Nihe von
Oberflichen in rdumlich begrenzten Halbleitern Bereiche, in denen nur eine geringe Polarisa-
tion des Mediums durch optische Felder méglich ist. Mit den in dieser Arbeit durchgefiihrten,
mikroskopischen Berechnungen lésst sich das Auftreten dieser Verarmungsschichten, der soge-
nannten ,Dead-layer* auf mikroskopischer Ebene berechnen und untersuchen. Unter Beriick-
sichtigung der korrekten Dead-layer-Dicke ist es zum Teil moglich mit den weniger aufwandi-
gen, makroskopischen Ansdtzen zu besseren Ergebnissen im Vergleich zu den Ergebnissen der
mikroskopischen Berechnungen zu gelangen, siehe dazu die Diskussion in Kapitel 3.3.4. Spe-
ziell fiir die Pekar’schen zusétzlichen Randbedingungen wird hier diskutiert, fiir welche Pro-
benparameter und Anregungsbedingungen diese in Verbindung mit effektiven Probendicken?
zu sinnvollen Ergebnissen fiihren konnen. Die Bewegung von Elektron und Loch beziiglich der
Schwerpunktkoordinate des Exzitons lésst sich charakterisieren durch das Verhéltnis zwischen
seiner reduzierten, effektiven Masse p* und seiner effektiven Schwerpunktmasse M™*. Deshalb
ist es sinnvoll die Dicke der Dead-layer in Abhéngigkeit des p*/M*-Verhéltnisses zu betrach-
ten, was abschliefend in den Kapiteln 3.3.6 und 3.3.7 mit zwei unterschiedlichen Verfahren
durchgefiihrt wird.

! Diese auf makroskopischer Ebene zusitzlich gestellten Randbedingungen werden in der Literatur im Allgemei-
nen als ABCs (Additional Boundary Conditions) bezeichnet.

’Die effektive Probendicke ergibt sich gerade aus der tatsichlichen Dicke abziiglich einer Dead-layer-Schicht an
jeder der beiden Oberflichen.
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1 Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunichst die notwendigen theoretischen Grundlagen zur Behand-
lung der zeitabhingigen Schrodingergleichung zusammengestellt. Es handelt sich hierbei in der
Ortsdarstellung um eine partielle Differentialgleichung in Ort und Zeit. Deshalb wird sowohl
auf Algorithmen zur Behandlung der Zeitabhingigkeit eingegangen, als auch ein im Ortsraum
und im Rahmen des Hubbard-Modells diskretisierter Hamiltonoperator fiir die Anwendung in
den spiteren Kapiteln bereitgestellt.

1.1 Zeitabhingige Schrédingergleichung

Um ein nicht relativistisches quantenmechanisches System vollstdndig beschreiben zu kénnen,
ist es notwendig, die zeitabhéngige Schrodingergleichung

o,
iho [9(1)) = H(t) [4(t) (1.1)

fiir das betrachtete System zu losen. Da es sich hierbei um eine Differentialgleichung erster
Ordnung in der Zeit handelt, wird der Zustand [¢(t)) zum Zeitpunkt ¢ in vollem Umfang durch
einen Anfangszustand |¢(to)) zum Zeitpunkt ¢ = t( bestimmt. Die Zeitentwicklung wird dabei
bestimmt durch die Wirkung des (im Allgemeinen zeitabhingigen) Hamiltonoperators auf
einen Zustand [¢(t)) des Systems. Formal ldsst sich die Losung der Gleichung (1.1) angeben
als

[9(t)) = U(t, to) [ (to)) (1.2)
wobei U(t,tg) den hier eingefiihrten Zeitentwicklungs-Operator bezeichnet. Einsetzen von (1.2)

in (1.1) liefert eine Bewegungsgleichung fiir den Zeitentwicklungs-Operator:!

ih%U(f,to) = H(t)U(t, to) (1.3)

Diese Gleichung kann mit der Bedingung U(to,tg) = 1 formal integriert werden, woraus man
eine zu (1.3) dquivalente Integralgleichung fiir die Bestimmung des Zeitentwicklungs-Operators
erhélt:

t
1
U(t,to) =1+ E /dtlH(tl)U(tl,to) (14)
to
Hier bietet sich nun eine Iteration zur Losung des Problems an. Fiir ¢; < ¢ folgt zunéchst:

t1
1
U(tl,to) =1+ ﬁ /dtzH(tQ)U(tQ,to)

to

Einsetzen in (1.4) liefert dann den ersten Schritt der Iteration:

t t t1
1 1
U(t,t()) =1+ E /dtlH(tl) + W /dtl /dtQH(tl)H(tQ)U(tQ,to)
to to to

'Es folgt direkt, [(ih-2 —H) U(t,t0)] [¢(to)) = 0, was fiir jeden beliebigen Anfangszustand |v(to)) gilt, woraus
sich wiederum ergibt: (ih2 — H) U(t,t0) =0 .
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Weitere Iteration liefert als approximative Losung die von-Neumann’sche Reihe zur Bestim-
mung des Zeitentwicklungs-Operators:

U(t, to) —1+ZU (t,to) (1.5)
tn 1
mit UM(t, ) = (——) /dtl/dtg / dt,H(t1)H(ty) ... H(t,) (1.6)
Wobe1 (tZtlth_...thZto)

Bei diesem Ausdruck ist strikt auf die richtige Zeitordnung zu achten, weil die Hamiltonopera-
toren bei expliziter Zeitabhéngigkeit zu verschiedenen Zeitpunkten nicht notwendig vertausch-
bar sind. Zur weiteren Vereinfachung wird nun ausgenutzt, was sich fiir den n = 2-Term leicht
zeigen lasst:

/ dty / dtoH (1 ) H(t2) / / dtrdt,T (H(t)H(t2)) (1.7)

to to

Hierbei ist T das Zeitordnungs-Symbol, das formal die zeitlich richtige Reihenfolge bei der
Anwendung der Hamiltonoperatoren gewéahrleistet. Es ist moglich die Aussage in Gleichung
(1.7) auf n Terme zu verallgemeinern, so dass sich Gleichung (1.6) schreiben lasst als:

t
1

U<"><t,to>=%(—ﬁ) IB / by . dt, T (F()H(1) . (1)

to

Daraus ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (1.5) folgende sehr kompakte Darstellung
des Zeitentwicklungs-Operators:

Ult, ty) = T exp —% / dCH(Y) (1.8)

Das Zeitordnungs-Symbol sorgt formal fiir die zeitlich folgerichtige Anwendung der Operatoren
auf den Zustand des Systems. Fiir Systeme mit nicht explizit zeitabhéngigem Hamiltonoperator
lasst sich U(¢,p) vereinfachen zu

Ut tg) = Ut — to) = exp (—%H (t— t0)> (1.9)

also wie in Gleichung (1.8), aber ohne dass die korrekte Zeitordnung formal durch das Zeit-
ordnungs-Symbol gewéhrleistet werden muss.

Ein beliebiger Anfangszustand |1(¢y)) des betrachteten Systems kann immer nach einer voll-
standigen, orthonormalen Eigenbasis {|¢,,)} des Hamiltonoperators H entwickelt werden, also

mit H [¢,) = Ep [¥n), (Ym|n) = On,m und 1 = Zn V) (U

)) =D an(to) [¢n)
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Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ lasst sich der Zustand |¢(¢)) des Systems natiirlich immer noch
entwickeln nach den [i),):

() =D an(t) [¢n)

Die Zeitentwicklung des Systems ist damit bestimmt durch die zeitabhingigen Entwicklungs-
koeffizienten a,(t). Die formale Losung der Schrédingergleichung (1.1) ist fiir nicht explizit
zeitabhéngigen Hamiltonoperator leicht anzugeben, da die |¢,,) eine vollstandige, orthonor-
male Basis bilden:

[9(8)) =D an(to)e 7 (=10) ) (1.10)

Die a,,(top) bestimmen den Zustand des Systems zur Zeit ¢ = t¢, die Zeitentwicklung bis zur Zeit
t erfolgt gemiR Gleichung (1.10). Die Wahrscheinlichkeit |a,,(to)|? das System im Zustand [¢),,)
vorzufinden bleibt bei zeitunabhingigem Hamiltonoperator wihrend der gesamten Zeitentwick-
lung konstant, lediglich die Wahrscheinlichkeits-Amplituden oszillieren zeitlich jeweils mit der
Frequenz w,, = % Wesentlicher Bestandteil der vorliegenden Arbeit ist es die Zeitentwick-
lung eines Zweiteilchen-Systems numerisch zu berechnen, wobei ein mégliches Kriterium fiir die
Qualitdt der numerischen Algorithmen ist, dass V n,t, [(¢, [¢(t)) | = |an(t)] = |an(to)| = const,
gilt. Mit diesem Kriterium ist automatisch die Energieerhaltung im System sowie die Erhal-
tung der Norm der Zusténde gewéhrleistet. Mit der Entwicklung eines geeigneten Algorithmus
wird sich das folgende Kapitel beschéftigen.

1.2 Explizite numerische Integration der zeitabhiingigen Schrddingerglei-
chung

Die zeitabhingige Schrodingergleichung (1.1) wird im Allgemeinen fiir Vielteilchen-Systeme
mit Wechselwirkung nicht analytisch l6sbar sein, da eine analytische Angabe der exakten
Eigenzusténde |v,,) eines solchen Systems nicht mehr mdglich ist. Deshalb erscheint es sinnvoll
diese Differentialgleichung, erster Ordnung in der Zeit, numerisch zu integrieren, ausgehend
von einem geeignet gewihlten Anfangszustand |1(0)).2 Hierfiir soll ein méglichst effizienter
und genauer Algorithmus gewdhlt werden. Besonders naheliegend erscheint dabei zunéchst
eine Taylor-Entwicklung des Zeitentwicklungs-Operators U(t, %), siehe Gleichung (1.9), fiir
ein kleines Zeitintervall At und Abbrechen nach dem linearen Term:3

U(t + At,t) = U(At) = exp (—%HAt) —1- %HAt T

Daraus ergibt sich eine einfache Moglichkeit aus dem Zustand zum Zeitpunkt ¢ ndherungsweise
numerisch den Zustand zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ + At zu berechnen:

[0+ A1) ~ (1)) — B (1)) A (111)

2Auf die konkrete Form des Hamiltonoperators und der Zustinde wird erst in den Kapiteln 1.4 und 1.5.2
eingegangen, um das Problem dann tatséchlich numerisch handhaben zu kénnen. Dieser Abschnitt beschéftigt
sich zunéchst nur mit der numerischen Losung des zeitabhidngigen Anteils.

8Der Zeitentwicklungs-Operator bewirkt hier die Zeitentwicklung des Systems von einem beliebigen Zeitpunkt
t zu einem um einen kleinen Zeitschritt At spiteren Zeitpunkt ¢ + At.
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Es lasst sich jedoch zeigen, dass dieser einfache Algorithmus, der einer Integration der Diffe-
rentialgleichung nach Euler entspricht, numerisch nicht stabil ist und nicht geeignet, um die
zeitabhiingige Schrodingergleichung numerisch zu behandeln.* Ein sehr effizienter, numerisch
stabiler und dhnlich einfacher Algorithmus wie (1.11) l4sst sich aber aus folgender Beziehung
ableiten:

(¢ + A0) — 9t — AB) = U(AN (1)) — U (A1) [9(2)) = (o7 FH2 — oFHE) (1)) (1.12)

Entwicklung der Operatoren U(At) und UT(At) in eine Taylor-Reihe und Abbrechen nach
dem linearen Term in At liefert das sogenannte Second Order Differencing Scheme (SOD) fiir

die Zeitentwicklung des betrachteten Systems:®%

9t + A1) = [t — A1) — 25 (1)) A (1.13)

Mit dieser Methode kann die Zeitentwicklung eines Zustands |¢)(¢)) numerisch unter Norm-
und Energieerhaltung im System berechnet werden, vorausgesetzt der Hamiltonoperator H ist
hermitesch und die Zeitschritte At sind klein genug gewihlt nach dem Stabilitéitskriterium:*

h
At < B (1.14)
wobei Fpax die dem Betrag nach maximale Eigenenergie des Hamiltonoperators H bezeich-
net. Fiir Berechnungen im Ortsraum ergibt sich {iber die Bedingung (1.14) automatisch eine
Beziehung zwischen der Schrittweite, die bei der Diskretisierung der Ortskoordinaten gewéhlt
wird, und der maximalen Schrittweite in der Zeit. Je enger die Schritte der Diskretisierung
im Ortsraum liegen, desto kleiner miissen die Zeitschritte gewdhlt werden, um ein stabiles
Verhalten des Schemas (1.13) zu gewéhrleisten. Es handelt sich aber natiirlich weiterhin nur
um eine ndherungsweise Berechnung der Zeitentwicklung des Systems, da die Taylor-Reihe der
Zeitentwicklungs-Operatoren nach dem linearen Term in Gleichung (1.12) abgebrochen wurde,
um auf Gleichung (1.13) zu kommen. Bei dieser Methode sammeln sich die numerischen Fehler
in den Phasen von exp (—%En(t — o)) aus Gleichung (1.10), da Norm und Energie erhalten
bleiben. Unter Beachtung der Stabilitat (1.14) und fiir Systeme mit hermiteschem Hamilton-
operator hat das SOD-Verfahren fiir die in dieser Arbeit bearbeiteten Beispiele zu deutlich
besseren numerischen Ergebnissen und vor allem zu stabileren Rechnungen gefiihrt als Runge-
Kutta-Verfahren zweiter und vierter Ordnung. Bei den Runge-Kutta-Verfahren vergrofert sich
bei langer Laufzeit die Wahrscheinlichkeit |a,(¢)|? das System in bestimmten Eigenzustéinden
|ty,) zu finden, wogegen sie sich fiir andere Eigenzusténde [1),) verringert. Einfach ausgedriickt
kénnte man sagen, es setzen sich dadurch auf Dauer bestimmte Figenzustéinde durch. Auch
wenn es in dieser Arbeit nur zu Testzwecken zum Einsatz gekommen ist, wird der Vollsténdig-
keit halber im folgenden Abschnitt ein explizites Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung, an-
gewandt auf die zeitabhingige Schrédingergleichung, dargestellt. Das Schema zur numerischen

“Siehe [Leforestier et al., 1991]

®Die beiden Anfangswerte |¢(¢)) und |¢(t — At)) erhilt man am besten, indem man von |¢(t — At/2)) z.B. nach
Euler (Gleichung (1.11)) einen Zeitschritt A¢/2 vor und einen Zeitschritt A¢/2 zuriickgeht, nach Mdoglichkeit
mit vielen, sehr kleinen Zeitschritten.

5Diese Betrachtung entspricht der Bildung der Zeitableitung in Gleichung (1.1) durch einen symmetrisch gebil-
deten Differenzen-Quotienten 2 [4(t)) ~ %M mit endlichem At. Dabei wird die Symmetrie der

Losung in der Zeit besser erhalten, als bei Integration nach Euler, bei der die Ableitung ndherungsweise ersetzt
wird durch % [o(t)) ~ Wi_JrAAtt—m ]
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Integration der zeitabhéngigen Schrédingergleichung sieht nach [Numerical Recipies, 1988] fol-
gendermafen aus:
ki ke ks | k4

[t + At)) = |[(t)) + 5 + 3 + 3 + 5 (1.15)

mit = —%H (1)) At

by = —%H <|1,Z)(t)) 4 %) At

ks = —%H (\zp(t)) + %) At
i = = H(0(0) + hs) At

Es kann auch mit diesem Verfahren der Zustand [¢(¢t + At)) des Systems zu einem Zeitpunkt
t+ At aus dem Zustand [¢(t)) zu dem néchstfriiheren Zeitpunkt ¢ numerisch berechnet werden,
allerdings mit den oben angesprochenen Problemen beziiglich der Norm der Zustédnde, und
der nicht konstanten Wahrscheinlichkeiten |a,(¢)|> das System in einem Eigenzustand [¢,,)
vorzufinden. Ein kurzer Vergleich des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung mit dem SOD-
Verfahren folgt in Kapitel 2.2 anhand eines Beispiels.

Fiir die Behandlung der Zeitentwicklung eines Systems mit nicht streng hermiteschem Hamil-
tonoperator ist das oben beschriebene Schema (SOD) genau genommen nicht gut geeignet.
Hier fiihrt es nach lingeren Laufzeiten zu einer numerisch bedingten Instabilitdt der Losung,
selbst wenn das Stabilitatskriterium (1.14) erfiillt ist. Bevor sich die Instabilitdt in dem Ver-
halten der Losung deutlich bemerkbar macht, liefert es jedoch gute Ergebnisse, weswegen es
fiir die Rechnungen ab Kapitel 3.2.3 weiter benutzt wird. In Kapitel 3.2.3 wird die inhomo-
gene Exziton-Gleichung unter Beriicksichtigung einer kleinen Dampfung’ numerisch mit dem
SOD-Verfahren gelost. Es hat sich dabei als ausreichend erwiesen, die Rechnungen vor dem
Erreichen eines numerisch instabilen Verhaltens zu beenden, um ausreichend gute Ergebnisse
zu erhalten. Deshalb wurde dafiir das Schema (1.13) z.B. einem Runge-Kutta-Verfahren, wie
oben beschrieben, aufgrund seiner Einfachheit und des vergleichsweise geringen numerischen
Aufwandes, vorgezogen.

Die inhomogene Exziton-Gleichung entspricht formal einer Zweiteilchen-Schrédingergleichung
mit zeitabhangiger Inhomogenitat ¢(t):

(1)) = () + (1) (1.16)

Das in Gleichung (1.13) aufgefiihrte SOD-Schema ldsst sich zur numerischen Behandlung einer
Gleichung dieser Form folgendermafien leicht erweitern:

[0+ A1) = [(t — AD) — 27 [H[p(0)) + 6(0)] At (117)

Die Zeitentwicklung eines beliebigen Vielteilchen-Systems im Zustand |¢(¢)) mit zeitunab-
héngigem hermiteschem Hamiltonoperator H kann nun nach Gleichung (1.13) berechnet wer-
den, bzw. mit zeitabhéngiger Inhomogenitét nach Gleichung (1.17).

"Diese Dampfung fiihrt gerade dazu, dass der Hamiltonoperator nicht mehr streng hermitesch ist.
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Als Vorbereitung besteht nun die zweite Aufgabe darin, Zustédnde |¢(¢)) und den Hamilton-
operator H in einer geeigneten Darstellung auszudriicken, um Berechnungen nach Gleichung
(1.13) durchfiihren zu k6nnen. Um den numerischen Aufwand im Rahmen des Méglichen zu
halten beschéftigt sich diese Arbeit nur mit Berechnungen zu effektiven Zweiteilchen-Systemen.
Die Rechnungen werden sowohl in der Ortsdarstellung in einer und zwei Dimensionen durch-
gefiihrt, als auch mit Hamiltonoperator und Zustdnden im Rahmen des Hubbard-Modells auf
einem ein- und zweidimensionalen atomaren Gitter. Im folgenden Kapitel 1.3 werden dazu
die notwendigen Grundlagen beziiglich der Zustédnde eines Zweiteilchen-Systems zusammen-
gestellt, die konkrete Aufstellung des diskreten Hamiltonoperators in der Ortsdarstellung und
seine Anwendung auf die im Ortsraum diskretisierten Zusténde des Zweiteilchen-Systems er-
folgt in Kapitel 1.4. In Kapitel 1.5 werden die notwendigen Grundlagen zum Hubbard-Modell
besprochen.
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1.3 Zweiteilchen-Zustinde

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Struktur von Zweiteilchen-Zustédnden identischer und
unterscheidbarer Teilchen, da dieses eine wichtige Basis fiir die spéteren Kapitel darstellt.
Die allgemeine Betrachtung solcher Zweiteilchen-Zusténde liefert die notwendigen Grundlagen
zur numerischen Behandlung wechselwirkender Zweiteilchen-Systeme. Wie bereits in Kapitel
1.1 beschrieben, ldsst sich ein beliebiger zeitabhingiger Zustand [¢(t)) eines Systems mit
zeitunabhéngigem Hamiltonoperator H nach dessen Eigenzusténden [¢;,) mit zeitabhéngigen
Koeffizienten a,(t) entwickeln, wobei dann die Zeitentwicklung Gleichung (1.10) geniigt:

() = > an(t) [¢bn) (1.18)

Um die moglichen Eigenzustinde [¢;,) und Eigenenergien F, zu bestimmen muss folgende
Eigenwertgleichung gelost werden:

H |1;Z)n> =E, |¢n> (1.19)

Das Kapitel 2 beschéftigt sich mit der Zeitentwicklung von Systemen bestehend aus zwei Elek-
tronen. Es werden hier nur Systeme ohne direkt spinabhéngigen Hamiltonoperator behandelt,
weswegen sich die Zweiteilchen-Zusténde immer zusammensetzen als direktes Produkt aus Spi-
nanteil und Ortsanteil. Es lassen sich im Spinraum folgende Zustidnde zu festem Gesamtspin
S und fester z-Komponente S, konstruieren:

Zustand ‘ S ‘ S,
(-1 [0] 0
1) 1)1
I+ [ 1] 0
L1 1] -1

Tabelle 1.1: Mogliche Spinzusténde eines Zweielektronen-Systems

Hierbei ist der erste Zustand antisymmetrisch im Spinraum (Singulett) und die anderen drei
symmetrisch unter Teilchenvertauschung (Triplett). Fiir Fermionen muss allerdings verlangt
werden, dass die Gesamtwellenfunktion unter Teilchenvertauschung ihr Vorzeichen &ndert,
also antisymmetrisch ist. Es wird in dieser Arbeit ausschlieklich die Losung des Problems
im Ortsraum betrachtet. Die Spinwellenfunktion wird nur insofern beriicksichtigt, als dass
im Ortsraum entweder vollstdndig symmetrische oder vollstdndig antisymmetrische Zusténde
unter Teilchenvertauschung realisiert sind, je nachdem welche Einstellungen der beiden Spins
zueinander moglich sind, ohne das Pauli-Prinzip zu verletzen. Das Kapitel 3 beschéftigt sich
mit einem effektiven Zweiteilchen-System aus Elektron und Loch im Halbleiter, fiir das sich
aber auch fiir nicht explizit spinabhéngigen Hamiltonoperator die Zustédnde separieren lassen,
in ein direktes Produkt aus Spinanteil zu festem Gesamtspin und fester z-Komponente und
einen Anteil, der nur noch von den Ortsfreiheitsgraden der beiden Teilchen abhéngt.

Kompliziert wird das Losen dieser Zweiteilchen-Probleme erst durch die Wechselwirkung der
Teilchen untereinander, weil sich hierdurch der Zweiteilchen-Hamiltonoperator H nicht mehr
einfach als Summe aus Einteilchen-Hamiltonoperatoren h; darstellen 1asst:

p?

2me

H=h +hy+ VLQ mit h; = + v; 1=1,2 (120)
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Hierbei bezeichnen die v; das &ufere Potential, das die beiden Teilchen spiiren, und Vi
das Wechselwirkungspotential zwischen den beiden Teilchen. Durch die Beriicksichtigung der
Wechselwirkung Vj o zwischen den Teilchen ist die Eigenwertgleichung (1.19) fiir einen ech-
ten Zweiteilchen-Operator zu losen, um die Eigenzustdnde und Eigenenergien des Systems
zu berechnen. Bezeichne |l) alle mdglichen normierten Eigenzusténde zu den h;, also zu den
Einteilchen-Hamiltonoperatoren, dann gilt:

hi |l) = e [1)

Zu einem wechselwirkungsfreien System lassen sich dann Eigenzustdnde zu dem Zweiteilchen-
Hamiltonoperator im Zweiteilchen-Hilbertraum konstruieren als direkte Produktzustdnde aus
den Einteilchen-Zustinden:®

Hyww 1) owvw = (h1 + ha) [DW [£)®) = (e + &) 1) k)P

Beriicksichtigt man noch die quantenmechanische Ununterscheidbarkeit der identischen Teil-
chen, muss man symmetrisierte oder antisymmetrisierte Produktzustidnde aus Einteilchen-

Zusténden als Eigenzustinde des wechselwirkungsfreien Systems konstruieren:®
1
Woww =5 (DD 10 =10 1)) (1.21)

Unter Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den Teilchen bilden symmetrisierte bzw.
antisymmetrisierte Produktzustinde aus Einteilchen-Wellenfunktionen nur noch eine Basis des
Hilbertraumes der exakten Zweiteilchen-Zusténde, sind aber selbst keine Eigenzusténde zum
vollen Hamiltonoperator (1.20). Der im Folgenden betrachtete Zweiteilchen-Hilbertraum (),
in dem die gesuchten Losungen des Eigenwertproblems (1.19) existieren, ldsst sich darstellen

als direktes Produkt der beiden Einteilchen-Hilbertridume Hgl), Hg):
1 1
H® =n) @ HY

Die exakten Eigenzustinde zu einem Zweiteilchen-System identischer Fermionen mit Wech-

selwirkung lassen sich in diesem Raum konstruieren als Linearkombinationen der Zusténde

in Gleichung (1.21), entweder auf dem vollstéindig symmetrischen Teilraum Hg), oder dem

vollstdndig antisymmetrischen Teilraum Hf) (ohne Spins):

abww.s = doei (100 1+ 1)@ (K

L,k
oder  [adwwa = odit (100 1R =@ k) (1.22)
L,k

Wenn man die stationdren Losungen (1.22) fiir das Zweiteilchen-Problem in Gleichung (1.18)
einsetzt, lasst sich die zeitabhéngige Losung schreiben als

BE)s = Doan(®) [ S F (10D 0@ + 1 1)

1k

oder  [U()4 = Dobalt) [ Do di (IDV 1K)~ )@ )

Lk

8], k nummerieren jeweils alle moglichen Einteilchen-Zustsnde durch, (1), (2) nummerieren die Teilchen durch.
9Um Zweiteilchen-Zustinde fiir unterscheidbare Teilchen zu konstruieren muss ab hier auf die Symmetrisierung
der Zustédnde verzichtet werden.
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Befinden sich beide Teilchen im gleichen Einteilchen-Zustand, verschwindet der rdumlich an-
tisymmetrische Zustand, was auch mit dem Pauli-Prinzip in Ubereinstimmung ist. Um einen
insgesamt antisymmetrischen Zustand zu konstruieren miisste die Spinwellenfunktion sonst
symmetrisch sein, was ein Ubereinstimmen aller Quantenzahlen beider Teilchen bedeuten
wiirde, und das ist nach dem Pauli-Prinzip fiir Fermionen bekanntlich ,yerboten . Der Hilber-
traum ldsst sich im Falle von nur zwei Teilchen auch als direkte Summe aus dem Teilraum der
vollstdndig symmetrischen und dem der vollstdndig antisymmetrischen Zweiteilchen-Zusténde
darstellen:'0

HE =H oHf

Es ist moglich das Zweiteilchen-Problem unabhéngig voneinander auf den beiden in sich ab-
geschlossenen Teilrdumen zu 16sen. Dadurch ldsst sich der Rechenaufwand sowohl bei der
numerischen Integration der zeitabhéngigen Schrodingergleichung verringern, da sich die Sym-
metrie des Anfangszustandes durch die Anwendung des Hamiltonoperators H nicht &dndert,
als auch bei der numerischen Berechnung der Eigenwerte E, und Eigenzusténde [¢,) des
Hamiltonoperators, indem die Rechnung entweder auf dem vollstindig symmetrischen oder
antisymmetrischen Teilraum durchgefiihrt wird.

1.4 Diskretisierung des Zweiteilchen-Hamiltonoperators in Ortsdarstellung

Um die zeitliche Entwicklung von Zweiteilchen-Zustdnden im Ortsraum (Zweiteilchen-Wellen-
funktionen) nach Gleichung (1.13) berechnen zu kénnen, ist es notwendig die Schrédinger-
gleichung auf einem endlichen Intervall im Ortsraum zu diskretisieren. Das hat zur Fol-
ge, dass unter bestimmten Randbedingungen die Wirkung des Hamiltonoperators auf einen
Zweiteilchen-Zustand dargestellt werden kann in Form einer Multiplikation einer im Ortsraum
diskretisierten Hamiltonmatrix mit einem im Ortsraum diskretisierten Zustandsvektor. Die
explizite Form dieses diskretisierten Hamiltonoperators und die Form der entsprechend dis-
kretisierten Zweiteilchen-Zustdnde werden dazu im néchsten Abschnitt diskutiert. Dies wird
allerdings der Ubersichtlichkeit halber nur fiir eindimensionale Systeme vorgefiihrt, kann aber
ganz analog auf die spéter ebenfalls betrachteten zweidimensionalen Systeme iibernommen
werden. Die Dimension der diskreten Hamiltonmatrix und der diskreten Zustandsvektoren ist
dann fiir D-dimensionale Zweiteilchen-Systeme jeweils (N)?P, wobei N die Anzahl der dqui-
distant liegenden Stiitzstellen im Ortsraum pro Raumrichtung ist. Die Eigenwertgleichung des
Zweiteilchen-Systems auf dem endlichen Ortsraumintervall kann ebenfalls gelost werden, in-
dem die Eigenwerte und Eigenvektoren der (N)2P-dimensionalen Hamiltonmatrix berechnet
werden.

Der Zweielektron-Hamiltonoperator in Ortsdarstellung in einer Dimension hat mit Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Elektronen folgende allgemeine Form:

h? 9*  n o e?
ao(_ _ 1.23
< 2mg 0z 2my Oz} Folo) +olez) + dreo (o1 — 22| + H)) (1.23)

19Bej mehr als zwei Teilchen lisst sich nicht der gesamte Produkt-Hilbertraum H™ = 1Y o HV @ ... @ 1Y
als Summe aus total symmetrischem und total antisymmetrischem Teilraum darstellen, denn hier gibt es
auch gemischte Zustinde, die aber physikalisch nicht realisiert werden: H™) = H(SN) S3) H(AN) S3) H;]gs)t’ siehe

[Schwabl, 1997].
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Die Einfiihrung der Konstante p ist an dieser Stelle aufgrund der numerischen Behandlung
in nur einer Dimension notwendig, bei der man ansonsten auf Schwierigkeiten mit Divergen-
zen der Coulomb-Wechselwirkung stoft.!? Auch bei den zweidimensionalen Berechnungen im
Ortsraum ist ebenfalls iiber eine additive Konstante im Nenner der Coulomb-Wechselwirkung
die Singularitét flir die numerische Bearbeitung behoben worden. Anschaulich bedeutet die
Einfithrung der Konstanten pu, dass es sich bei dem Wechselwirkungpotential der Elektronen
untereinander um ein abgeschnittenes Coulomb-Potential handelt, das auch fiir sehr kleine
Abstidnde |¥; — Z9| endlich bleibt. Die Wahl des abschneidenden Parameters ist bei diesen
Berechnungen allerdings relativ unkritisch, da hier nur qualitative Aussagen iiber das zeitli-
che Verhalten von Zweiteilchen-Systemen im Ortsraum getroffen werden. In Kapitel 3, wo auf
quantitativ korrekte Ergebnisse Wert gelegt wird, ist die Coulomb-Singularitdt, wie in Anhang
B.3 beschrieben, sorgfiltig numerisch gehoben worden. Um die Zweiteilchen-Zustdnde nume-
risch behandeln zu koénnen werden sie nur noch an diskreten Stiitzstellen (n,m) auf einem
zweidimensionalen Gitter der in N — 1 dquidistante Intervalle der Lénge d unterteilten Ortsko-
ordinaten 1 = (z1,22,...,20) = {z,,} und 2o = (zd,23,...,2Y) = {x,,} betrachtet'?, siche
hierzu Abbildung 1.1.

SN
(N[1) (N,2) (N.3) AN
' ° o - 'S
@) (3.2) 3.3) @N)
[ ] [ J . ®
@) 22) 2.3) @N)
d
P . . >
~(1,1) (1,2) (1,3) (1.N)
S e——# Xz

Abbildung 1.1:
Schematische Darstellung der Diskretisierung der Zweiteilchen-Wellenfunktion (x1,x2) in
einer Dimension im Ortsraum, rote Linie: Symmetrieebene unter Teilchenvertauschung

"Siehe die Diskussion dazu in [Haug/Koch, 1993].
2Der Index n sei der Ortskoordinate 1 zugeordnet und der Index m der Ortskoordinate z».
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Als Basis des Zweiteilchen-Hilbertraumes, auf dem der Hamiltonoperator (1.23) operiert, kann
man nach Kapitel 1.3 bei identischen Teilchen zunéchst symmetrisierte oder antisymmetrisierte
Produktzustinde'?
produkt,S,A (1) (2) (1) ,(2)
o —ﬁ(@ o +66)
aus normierten Einteilchen-Wellenfunktionen ¢;, ¢; ansetzen, um dann in diesem Raum die
zeitliche Entwicklung beliebiger Zweiteilchen-Zustédnde zu verfolgen bzw. um die exakten Ei-
genvektoren (Linearkombinationen aus symmetrisierten oder antisymmetrisierten Produktzu-
standen aus Einteilchen-Zusténden) und Eigenwerte der diskreten Hamiltonmatrix zu bestim-
men. Bei unterscheidbaren Teilchen muss an dieser Stelle auf die Symmetrisierung der Pro-
duktzustdnde verzichtet werden, und es miissen gegebenenfalls unterschiedliche Massen der
Teilchen beriicksichtigt werden, ansonsten erfolgt die Diskretisierung ganz analog. In Ortsdar-
stellung ist die Wirkung des Hamiltonoperators auf so einen Produktzustand:
n? (2) ()" (2) (1) 1) ()" 1 (2"
(600" 4 P80 4 o1 £ 906"
e

2m

4 <v<1> 1@ 4 V(m)) (¢f~1) 62 + ¢V ¢§2))

H <¢§1)¢§2) + ¢§1)¢§2)) _

Fiihrt man jetzt folgende Diskretisierung der Einteilchen-Wellenfunktionen ein

d(x1) = (', 20 Ny ("} p=1,... N
d(rg) = (6',0*D . 6Ny ={¢"} m=1,...,N

und ersetzt ihre zweifachen Ortsableitungen gemif der Definition'# durch einen Differenzen-
Quotienten an jeder Stiitzstelle des diskreten Gitters:

"o ¢m+1 + Om—1 — 20,

~

m d2
"o ¢n+1 + Pn—1— 20,
n ~ d2

ergeben sich N? gekoppelte lineare Gleichungen:!®

H (¢ ¢;" £ 67 ¢")

= —QZdz [(fﬁ?“qﬁ}” + ¢§LH¢Z”> + (qﬁ?fltﬁ}” + gb;“*lw) + <¢?¢;”“ + ¢;P¢’;L+1>
Med”,

a

2h?
med?

+ ((ﬁ?qﬁ}”‘l + ¢§P¢;”‘1>] + ( + VT g vm> (o7 £ & 07)

QAn,m

13Mit den hochgestellten Indizes (1), (2) seien hier die Teilchen durchnummeriert, die Ableitungen beziehen sich
dann natiirlich auch auf die jeweilige Ortskoordinate x1 oder x2, die tiefgestellten Indizes ¢, j bezeichnen die
Einteilchen-Zusténde.

'4GemiR ihrer Definition, jedoch nur nzherungsweise aufgrund des endlichen d, also ohne Grenziibergang d — 0.

15y™ = v(2]) und v™ = v(z5") bezeichnen jeweils das externe Potential, in dem sich die Teilchen bewegen, an

den entsprechenden Stiitzstellen, und V™™ = V(z7, z5') das Wechselwirkungspotential.
gsp
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Anhand dieses linearen Gleichungssystems ldsst sich die Gestalt des diskretisierten Hamil-
tonoperators ablesen, womit die zeitabhingige Schrodingergleichung auf dem diskretisierten

Intervall geschrieben werden kann als:

0
Zhalb(ﬂfl,@,t)ww = Hy (21, 22, 1) ww

oder explizit ausgedriickt mit den Produkt-Basiszustdnden des diskretisierten Zweiteilchen-

Hilbertraumes
0 duk
5 O ~,produkt,S ~_,produkt,S
Zhat - CZ,J¢i,j = HZ Cz,ﬂ/)z‘,j
Z?] Z?]
0 duk
. O ~ produkt,A _ ~_,produkt,A
oder ihi— dewi,j = Hdewi,j
27.] Z7]
mit dem diskretisierten Hamiltonoperator:'®
[ a1,1 a a
a ai,2 a
a
a ai,N 0 0
a 0 az,1 a
a a az,2
a
H — a az, N 0
0
0 a
0 an,1 a
a anN,2
a
| aN,N

6 Alle nicht gesetzten Eintrige sind identisch Null.

(1.24)
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Mit den Produkt-Basisvektoren fiir die exakten Eigenzustéinde, die den Zweiteilchen-Hilbert-
raum H? aufspannen

¢1 1)¢1(2 iqbl 1)¢1 2)
2 g0 9,001
¢ 1)¢3(2 :l:¢ 1)¢

LD 4 G20 4102
1) ,2(2 1) ,2(2)
produkt SA _ ¢ 95 x99 n=2 m=1,...,N

Analog ldsst sich auch die stationére Schrodingergleichung mit den oben eingefiihrten diskreten
Groéfen schreiben als:

HZ prroduktS _ EZ prroduktS

oder H Z d: prrodukt A _ EZ d: 7]wprodukt

Die zeitliche Entwicklung eines Zweiteilchen-Systems wird damit bestimmt durch die Wir-
kung des diskreten Hamiltonoperators (1.24) auf die Zustinde im hier endlichen, N2-
dimensionalen Zweiteilchen-Hilbertraum. Die Eigenwerte und Eigenzustinde des vollen Zwei-
teilchen-Problems lassen sich durch Losen des Eigenwertproblems fiir die Matrix (1.24) be-
rechnen. Der Hamiltonoperator (1.24) ist hier angegeben fiir Berechnungen mit starren Rand-
bedingungen, bei denen die Zweiteilchen-Wellenfunktion direkt auferhalb des diskretisierten
Gebietes verschwindet, also ¢0™ = pN+tLm =m0 — N+ — (0 Bei diesen Randbedingun-
gen muss man darauf achten, dass bestimmte Koeffizienten in der Hamiltonmatrix verschwin-
den miissen, und zwar die fiir m = 0 und m = N + 1 (in der Matrix rot gekennzeichnete
Eintrége). Die Koeffizienten fiir n = 0 und n = N + 1 sind automatisch nicht mehr in dieser
Hamiltonmatrix enthalten.'”

"Fiir Berechnungen mit periodischen Randbedingungen muss man darauf achten, dass das diskretisierte Ge-
biet jeweils beim Uberschreiten der Intervallgrenzen periodisch auf der anderen Seite fortgesetzt wird. Es
verschwinden dann keine Koeffizienten mehr, sondern an+1,m — @1,m, Gn,N+1 — Gn,1, G1—1,m — aN,m und

Gn,1—1 — Qn,N -
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Die Orthogonalitét der Eigenvektoren ist erfiillt, weil die diskrete Hamiltonmatrix (1.24) her-
mitesch ist, ihre Normiertheit auf dem diskretisierten Intervall wird gewihrleistet durch:'8

N

1= d2 . Z ‘wn,m‘?

n=1,m=1

Die Dimension der diskreten Hamiltonmatrix und der Zustandsvektoren ldsst sich verringern,
indem man die Symmetrie der Zustande beriicksichtigt. Es gilt, wie in Kapitel 1.3 erlautert:

(21, 22) = P(r2, 1) oder P(x1,22) = —P(x2,21)

Die Tatsache, dass auch die Zusténde des vollen, wechselwirkenden Zweiteilchen-Systems voll-
stdndig symmetrisch oder antisymmetrisch sind, lasst sich ausnutzen, um den numerischen
Aufwand bei der Berechnung der Zeitentwicklung und der Bestimmung der Eigenwerte und
Eigenvektoren stark zu verringern. Die Zeitentwicklung des Zweiteilchen-Systems verlduft aus-
schlieflich auf einem der beiden Teilrdume, je nachdem welche Symmetrie der gewahlte An-
fangszustand erfiillt. Das Eigenwertproblem zerfdllt in zwei unabhéngig voneinander 16sba-
re Eigenwertprobleme halb so grofer Dimension auf den jeweiligen Teilrdumen. Die Genau-
igkeit der numerischen Ergebnisse ist nur beschrdnkt durch den Rechenaufwand, der beim
Zweiteilchen-Problem in einer Dimension noch recht gut zu handhaben ist, aber zumindest
in zwei Dimensionen ganz erheblich werden kann.!® Die Anzahl der Diskretisierungsschritte
geht wie oben erwithnt wie (N)2” in die Dimension des Problems ein. Hier wird der Hamil-
tonoperator aber in voller Allgemeinheit beriicksichtigt. Bis auf die Diskretisierung, und die
Vernachléssigung von direkten Wechselwirkungen verursacht durch den Spin der Elektronen,
sind die auf diese Weise durchgefiihrten Rechnungen exakt; es werden alle Zweiteilchen-Effekte
beriicksichtigt, die in anderen Modellen?? teilweise vernachlissigt werden.

'8Mit den ™™ ist hier die diskretisierte, aber ansonsten (auf dem endlichen Hilbertraum) exakte Zweiteilchen-
Wellenfunktion bezeichnet, jeweils an den Aufpunkten n und m, nicht zu verwechseln mit den reinen Produkt-
zustédnden aus Einteilchen-Wellenfunktionen.

1974 den besonderen numerischen Methoden, die hier verwendet wurden, siche Anhang B.1.

20Giehe Kapitel 1.5 zum Hubbard-Modell.
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1.5 Hubbard-Modell
1.5.1 Grundlagen

Das Hubbard-Modell ist ein bereits {iber mehrere Jahrzehnte intensiv untersuchtes Modell
der theoretischen Festkorperphysik. Es wurde urspriinglich von J. Hubbard vorgeschlagen als
moglichst einfaches und iibersichtliches Modell, um kollektiven Magnetismus von Bandelek-
tronen in Ubergangsmetallen zu beschreiben. In Ubergangsmetallen ist das Phinomen des
kollektiven Bandmagnetismus zuriickzufiihren auf die Existenz der 3d-Bénder. Hierbei han-
delt es sich im Allgemeinen um energetisch schmale Bénder, also um Bénder, in denen die
Elektronen eine starke Tendenz zur Lokalisierung an den Gitterplatzen zeigen. Um dieser Lo-
kalisierung der Elektronen in mdglichst einfacher Form gerecht werden zu kdénnen, wird der
Modell-Hamiltonoperator direkt beziiglich einer Basis im Ortsraum an den Gitterplédtzen R
lokalisierter Einteilchen-Zustédnde, den Wannier-Zustédnden w(7 — ﬁ), angegeben. Er hat in

zweiter Quantisierung die Form:2!-22
H= Echﬂ CR0+tZ Z ca CR+A0+UZCETCRTCRLCR1 (1.25)
Ro An.N.

Hierbei erzeugen bzw. vernichten die CTE bzw. ¢z gerade ein Elektron mit Spin o am

Gitterplatz R in einem lokalisierten Wannier—Zustand. Diese Darstellung des Hubbard-
Hamiltonoperators stellt das Modell in seiner einfachsten Form dar. R bezeichnet alle mogli-
chen Gittervektoren und o die moglichen Spineinstellungen. Es wird jeweils nur ein elektroni-
scher Zustand im Ortsraum pro Gitterplatz (also zwei inkl. Spin) angenommen. Die Existenz
mehrerer elektronischer Binder im Festkorper wird vernachléssigt, um ein moglichst einfaches
Modell zu erhalten. Das ,Hiipf-Matrixelement® t gibt die Ubergangsamplitude?® der Elek-
tronen zu nichsten Nachbar-Gitterplitzen (n.N.) an, direkte Ubergiinge zu weiter entfernten
Gitterpldtzen werden aufgrund der starken Lokalisierung der Wannier-Zustéinde vernachlés-
sigt. Auflerdem wird nur eine gitterplatzdiagonale Wechselwirkung, das Hubbard-U, zwischen
den Elektronen angenommen. Um diese vereinfachende Annahme rechtfertigen zu kénnen,
muss man sich statt der langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen
eine durch innere ,Core“-Elektronen abgeschirmte Wechselwirkung vorstellen. Die in Gleichung
(1.25) vorkommenden Matrixelemente lassen sich mit den oben aufgefiihrten N&herungen fol-
gendermafken aus den Wannier-Zustdnden und dem Hamiltonoperator H = Hy + Hyw in
erster Quantisierung® berechnen:

Fy = /d%w*(f—é) (—27}; F+U(F)> w(F— R

2
t = /d3rw*(F— R) <—27; 24 v(F)> w(F— R+ An.N.)

U= /d3r'/d3rw*(F— E)w* (7 — RV (7,7 w(7 — ﬁ)w(?— ﬁ)

#Siehe [Czycholl, 1999], Seite 118

225 soll auch hier keine explizite Spinabhingigkeit des Hamiltonoperators vorliegen.

%Da die Wannier-Zustinde im Gegensatz zu Bloch-Zustinden keine Eigenzustinde zum elektronischen
Einteilchen-Hamiltonoperator im Kristall bilden, treten die Ubergangsamplituden ¢ zu nichsten Nachbar-
Gitterpldtzen gerade als Nicht-Diagonalelemente der Hamiltonmatrix beziiglich der Wannier-Basis auf.

24H, bezeichnet den reinen Einteilchen-Anteil des elektronischen Vielteilchen-Hamiltonoperators in Ortsdarstel-

lung Ho =), —%V? + v(7i) und Hww den Zweiteilchen-Anteil Hyww = 1 >, V(T 7).
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Eine einfache Erweiterung zu diesem Modell ist die Annahme, dass die Elektronen nicht nur ei-
ner gitterplatzdiagonalen Wechselwirkung unterliegen, sondern auch mit Elektronen auf néchs-
ten Nachbar-Gitterpldtzen wechselwirken. Der Hamiltonoperator dieses erweiterten Hubbard-
Modells ist dann:

H= EOZC~ CRa+tZ Z Cq CR+AU+UZC*TCRTCRLCRL

Ro AnN

+ V Z Z Ra CRo R—l—AU’ R+AU

RAn.N. o0’

Als weitere Ergédnzung kénnen auch mehrere mogliche Einteilchen-Zustdnde pro Gitterplatz in
einem sogenannten Mehrband-Hubbard-Modell beriicksichtigt werden. Die Beriicksichtigung
mehrerer Bander im Rahmen des Hubbard-Modells entspricht tatsédchlich eher den physikali-
schen Gegebenheiten der d-Bénder in Ubergangsmetallen, die nicht nur einfach entartet sind,
wie es in Gleichung (1.25) vorausgesetzt worden ist. Deshalb ist es nicht verwunderlich, dass es
sich bei der Untersuchung des Mehrband-Hubbard-Modells herausgestellt hat, dass es leichter
ist in diesem kollektiven Bandmagnetismus nachzuweisen als im einfachsten Einbandmodell.

In allen bis jetzt angegebenen Hamiltonoperatoren zum Hubbard-Modell ist der Spin explizit
beriicksichtigt, in dieser Arbeit wird er jedoch nur in Form der Symmetrie der Zweiteilchen-
Zustéande beriicksichtigt. Es ist dann automatisch gewahrleistet, dass sich die Teilchen in einem
antisymmetrischen Zustand nicht am gleichen Gitterplatz aufhalten kénnen. Es ergibt sich
damit automatisch die korrekte Statistik flir Fermionen, wie sie hier ausschlieflich behandelt
werden. Die Symmetrie des Anfangszustandes kann gewdhlt werden und wird sich nach Kapitel
1.3 wéhrend der gesamten Zeitentwicklung nicht verdndern. Der Hubbard-Hamiltonoperator
im Einbandmodell erhilt dann speziell fiir ein Zweielektron-System folgende Gestalt:

H = EObe YD b+ 5 Z(bTb~—1)bTb~

R An.N.

Die hier eingefiihrten Erzeuger und Vernichter geniigen keinen Fermionen-Kommutatorrelatio-
nen mehr, da insbesondere fiir einen symmetrischen Ortsraumzustand der Besetzungszahl-
Operator bTﬁbR = nj die Eigenwerte 0, 1 oder 2 haben kann. Die korrekte Statistik fiir Fer-
mionen wird hier nur gewéhrleistet iiber die Symmetrie der Zustdnde im Ortsraum. Fiir einen
antisymmetrischen Ortsraumzustand kann nz nur die Eigenwerte 0 oder 1 haben, weil die
beiden Elektronen sich dann nicht am gleichen Gitterplatz aufhalten kénnen. Speziell fiir die
im Ortsraum antisymmetrischen Zustdnde tritt mit den hier behandelten Hamiltonoperato-
ren zunéchst nur eine einfache Entartung der Zustdnde auf, die dreifache Triplett-Entartung
entsteht erst durch die explizite Beriicksichtigung der méglichen Spinzustdnde, siehe dazu Ta-
belle 1.1 auf Seite 11. Fiir die in den folgenden Kapiteln durchzufiihrenden Berechnungen
zu Zweielektron-Systemen werden der Vollstdndigkeit halber noch explizit die verwendeten
Hubbard-Hamiltonoperatoren in einer und in zwei Dimensionen angegeben:

1D, N Gitterplétze:

Hhubb_EObe 1S blbis+ o Z(b*b ~1) blb;

1,0==+1

1 =1,..., N nummeriert dabei alle N Gitterplatze durch.
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2D, N x N Gitterplétze:

Hi, = Eo Zb”b RS [ isaj + b] ;b ,a+6] (2] > <bg,jblﬁj - 1) bl ;i

i,3,0=%1 1,7

i=1,...,N,j=1,..., N nummerieren dabei alle N Gitterplétze in jeweils einer Dimension
durch.

1.5.2 Hamiltonmatrix fiir die numerischen Berechnungen

Wie wir im vorherigen Kapitel gesehen haben, entspricht die Darstellung des Hamiltonopera-
tors beziiglich einer Zweiteilchen-Basis im Rahmen des Hubbard-Modells auf einem endlichen
Gitter bereits einer Matrix. Dieser operiert per Definition auf einem diskreten Gitter lokalisier-
ter Zusténde im Ortsraum. Im Gegensatz zu Kapitel 1.4, wo die Diskretisierung als zusédtzliche
Néherung eingefiihrt werden musste, um das Zweiteilchen-Problem im Ortsraum numerisch be-
handeln zu koénnen. Fiir zwei Teilchen auf einem eindimensionalen Hubbard-Gitter sieht die
Darstellung des Hamiltonoperators unter Beriicksichtigung starrer Randbedingungen folgen-

dermafen aus:?
rTuU t t T
t 0 . t
t
t 0 0 0
t 0 0 t
t t U
t
H= L 010 +2F -1
0
t
0 t
0 0 0 t
t 0
t ' t
L t t U |
(1.26)

Dieser hat eine ganz dhnliche Gestalt wie der diskretisierte Zweiteilchen-Hamiltonoperator in
Ortsdarstellung, siehe (1.24). Hier allerdings ermdglicht der kinetische Beitrag zum Hubbard-
Hamiltonoperator, das Hubbard-¢, die Bewegung eines Elektrons von einem Gitterplatz zu
einem benachbarten; auferdem ist die Wechselwirkung, das Hubbard-U, nur gitterplatzdiago-
nal im Gegensatz zur vollen Coulomb-Wechselwirkung im Ortsraum in (1.24).

251 steht hier fiir die Einheitsmatrix, alle nicht gesetzten Eintrsige sind identisch Null.
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Der Spin der identischen Teilchen ist wieder nur in Form der Symmetrie der Zustdnde be-
riicksichtigt. Es kénnen also durch Wahl geeigneter Anfangszustéinde auch hier Singulett- und
Triplett-Zustédnde realisiert werden, da sich die Symmetrie der Zustéinde wahrend der Zeit-
entwicklung durch Anwenden des Hamiltonoperators nach Kapitel 1.3 nicht &ndern kann. Die
Wechselwirkung der Elektronen untereinander kann in diesem Modell in einem im Ortsraum
antisymmetrischem Zustand sowieso keine Rolle spielen, da die Teilchen sich bereits durch das
Pauli-Prinzip nicht am gleichen Gitterplatz aufhalten konnen. Die Wechselwirkung wird aber
gerade nur gitterplatzdiagonal angenommen. Zum Vergleich mit entsprechenden symmetri-
schen Zusténden, insbesondere ohne Wechselwirkung, wird aber auch das zeitliche Verhalten
solcher Zusténde untersucht. Der Hamiltonoperator ist hier nur fiir starre Randbedingungen
in Gleichung (1.26) angegeben, fiir periodische Randbedingungen muss beriicksichtigt werden,
dass auch direkte Ubergéinge der Teilchen vom Rand des betrachteten Gitters zum jeweils
gegeniiberliegenden Rand mdglich sind. Diese periodische Fortsetzung des Gitters fiihrt dann
zu zusétzlich auftretenden kinetischen Termen ¢ im Hamiltonoperator. Fiir Berechnungen auf
einem zweidimensionalen Hubbard-Gitter muss der hier nur als Beispiel dargestellte Hamil-
tonoperator entsprechend erweitert werden, was insbesondere durch die kinetischen Beitrage
der beiden Elektronen auf eine Matrix mit fiinf besetzten Nebendiagonalen fiihrt.

1.5.3 Analytische Losung fiir zwei Elektronen auf 1D-Hubbard-Gitter

Die analytische Losung des Hubbard-Modells fiir zwei Elektronen in einer Dimension wird
hier nicht im Detail durchgefiihrt, diese ist ausfiihrlich in [Yosida, 1996] dargestellt. Allerdings
wird hier die Losung unter anderen Randbedingungen durchgefiihrt, um die analytischen Er-
gebnisse vollstandig mit den numerisch berechneten vergleichen zu kénnen. Deshalb wird nur
auf die wesentlichen Abweichungen in der hier durchgefiihrten Losung gegeniiber der dort be-
schriebenen eingegangen, zur Herleitung der Gleichungen (1.27a), (1.27b), (1.28) und (1.29)
siehe [Yosida, 1996].

Die Betrachtung von zwei Elektronen auf einem eindimensionalen Hubbard-Gitter mit nur
einem nicht entarteten Einteilchen-Zustand im Ortsraum pro Gitterplatz?® fiihrt auf folgendes
Gleichungssystem zur Bestimmung der méglichen Lisungen des Systems:

2t[F(n+1) 4+ F(n — 1)]cos (K/2) = EF (n) fir n#0 (1.27a)
2 [F(1) + F(~1)] + UF(0) = EF(0) fir n=0 (1.27b)

n steht hier abkiirzend fiir die Relativkoordinate zwischen den beiden Elektronen, also
n = R, — R, wobei R,, und R, die Gitterplitze bezeichnen, wo sich diese aufhalten.
Es werden N Gitterpldtze angenommen (N ungerade), d.h. die Relativkoordinate n zwi-
schen den Elektronen kann unter periodischen Randbedingungen folgende Werte annehmen:
n=0,+1,...,£(N —1)/2. K = ky + ky bezeichnet den Impuls der Schwerpunktbewegung
der beiden Elektronen. Die méglichen Eigenzustdnde des Systems sind mit den Lésungen des
Gleichungssystems (1.27a), (1.27b) tiber die folgende Gleichung gegeben:

$(r1,m2) = > T(Rpm, Rn)w(ry — Ru)w(rz — Ry) (1.28)

%6Der Spin der Elektronen wird hier wieder nicht explizit beriicksichtigt, sondern nur iiber die Symmetrie der
Losungen im Ortsraum.
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mit
(R, Ry) = eKEntE)2p(R - R,) (1.29)

Hier bezeichnen w(ry — R,,) und w(re — R,) die Wannier-Zusténde, in denen sich die Teil-
chen an den Gitterplétzen aufhalten kénnen. Fiir die konkrete Auswertung dieser Gleichungen
wird hier, um die Wellenfunktionen grafisch darstellen zu koénnen, w(r; — R;) = 0, g, an-
genommen. Die Wannier-Zustinde werden dabei als konstant iiber der j-ten Gitterzelle und
sonst identisch Null angenommen. r; wird nur dafiir benutzt, um die Gitterzelle anzugeben,
in denen sich ein Teilchen befindet, die rdumliche Variation der Wannier-Zustidnde iiber den
Gitterzellen wird aber vernachlissigt.?” Je nach Symmetrie der gesuchten Losung muss gel-
ten I'(Ry,, Ry) = £ (R, Ry,), damit die Zweiteilchen-Wellenfunktion insgesamt symmetrisch
oder antisymmetrisch wird. Andererseits wird hier mit periodischen Randbedingungen gear-
beitet, es muss also gelten:

'R, + N,Rp,) =0'(Ry, Ry, + N) =T'(R,, Rin)

Das bedeutet aber auch, dass unter vorgegebenen Randbedingungen und je nach Symmetrie
von F und T nach Gleichung (1.29) bestimmte Quantisierungsbedingungen an den Impuls
K der Schwerpunktbewegung gestellt werden miissen, was seine moglichen Werte ergibt. Die
verschiedenen Moglichkeiten der Symmetrien der einzelnen Faktoren, und die daraus unter den
hier gewéhlten Randbedingungen moglichen gequantelten Werte flir den Schwerpunktimpuls
K sind in Tabelle 1.2 zusammengestellt.

Symmetrie un- F(n) unter period. Eigen- ¢(a) oder a Schwerpunkt- l

ter Teilchenvert. Randbedingungen energie Impuls K
(1) | Fln)=F(-n) | Fln+ N)=+F(n) | GL (1.30) | ¢+ in Gl (1.31) K="l 1=0,1,...
(2| Fn)=F(—n) | Fn+N)=-F(n) | GL (1.30) [ ¢_in GL (1.31) | K=22(21+1) [ 1=0,1,...
3) | Fn)=—-F(-n) | F(n+ N)=+F(n) | GL (1.32) a= %2 K= 1=0,1,...
(4) | F(n)=—=F(-n) | F(n+ N)=—-F(n) | GL. (1.32) | a= {(2+1) K:W”(2l+1) [=0,1,...

Tabelle 1.2: Zusammenfassung der Symmetrien und Loésungen zum Zweiteilchen-Problem im
1D-Hubbard-Modell unter periodischen Randbedingungen

Losungen zu symmetrischer Ortswellenfunktion: F'(n) = F(—n) (Félle (1) und (2) in
Tabelle 1.2)

Um eine symmetrische Ortswellenfunktion unter Teilchenvertauschung als Losung von (1.27a)
und (1.27b) zu erhalten reicht es offensichtlich, folgende Bedingung an F'(n) zu stellen:
F(n) = F(—n). Wir machen nun den Ansatz F(n) = sin(an + ¢) fiir n # 0, mit noch zu
bestimmenden « und ¢, um Gleichungssystem (1.27a), (1.27b) zu l6sen. Aufgrund der peri-
odischen Randbedingungen muss zusatzlich gelten F(n+ N) = +F(n), woraus sich jeweils die
moglichen, in Tabelle 1.2 angegebenen Werte fiir K nach Gleichung (1.29) ergeben, je nach-
dem, ob der Faktor e’/2 gleich +1 oder —1 ist. Fiir die Energie des Systems folgt durch
Einsetzen des Ansatzes in Gleichung (1.27a):

E = 4tcosaccos (K/2) (1.30)

*"Diese Annahme ist natiirlich alles andere als realitéitsnah, wurde hier aber zweckmiifig fiir die Darstellung der
Ergebnisse verwendet. Die kontinuierlichen Farbverldufe in den Abbildungen 1.2a und 1.2b sind nur Folge der
Interpolation der Farbverldufe durch die Software, die zur Darstellung verwendet wurde.
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wobei a noch nach folgender transzendenter Gleichung zu bestimmen ist:28

U in (aN i
sin o cot ¢4 = o mit ¢4 (a) = arctan ;:;S(Z _)C:';SSEZ;) (1.31)
Lésungen zu antisymmetrischer Ortswellenfunktion: F(n) = —F(—n) (Félle (3) und

(4) in Tabelle 1.2)

Die Losungen dieses Modells fiir antisymmetrische Ortswellenfunktionen unter Teilchenver-
tauschung sind natiirlich einfacher, weil das gitterplatzdiagonale Hubbard-U schon aus Sym-
metriegriinden nicht zur Wirkung kommt, es sich also um ein wechselwirkungsfreies System
handelt. Fiir die Losungen kann folgender Ansatz gemacht werden: F'(n) = sin (an). Um die
periodischen Randbedingungen zu erfiillen, muss zusétzlich gelten: F'(n + N) = £F(n). Dar-
aus ergeben sich mit den Gleichungen (1.27a), (1.27b) und (1.29) die moglichen Werte fiir o
und K, wie sie in Tabelle 1.2 nachzulesen sind. Die Energieeigenwerte sind auch hier wieder
gegeben durch:

E = 4tcosacos (K/2) (1.32)

In Abbildung 1.2a sind die analytischen Ergebnisse fiir die niedrigsten Eigenzustinde und
-energien im Vergleich zu den entsprechenden numerischen Ergebnissen aus Abbildung 1.2b
dargestellt, mit U = 12,7eV und t = —2,97eV. Die rein numerisch berechneten Eigenwerte und
Eigenzustinde wurden durch Diagonalisierung des Hamiltonoperators zum Hubbard-Modell
ebenfalls mit entsprechenden periodischen Randbedingungen wie in der analytischen Rechnung
berechnet.

Der Vergleich der Abbildungen 1.2a und 1.2b zeigt, dass die numerisch berechneten Zustén-
de zu nicht entarteten Eigenenergien exakt mit den Ergebnissen der analytischen Rechnung
iibereinstimmen, evtl. bis auf das Vorzeichen. Bei Zustdnden zu entarteten Eigenenergien ist
die Ubereinstimmung augenscheinlich nicht so gut. Das liegt daran, dass bei der numerischen
Diagonalisierung des Hamiltonoperators innerhalb der verschiedenen energetisch entarteten
Unterraume numerisch irgendwelche Linearkombinationen der analytisch berechneten Eigen-
zustdnde gefunden werden. Mit der zusétzlichen Bedingung, dass diese Zustédnde orthogonal
zueinander sind und somit den entsprechenden Unterraum aufspannen, was fiir beliebig viele
verschiedene Linearkombinationen zu erfiillen ist. Bei zweifacher Entartung der Zusténde hat
das unter den hier verwendeten periodischen Randbedingungen zur Folge, dass die numerisch
bestimmten Zustdnde senkrecht zur Achse konstanter Schwerpunktkoordinaten verschoben
erscheinen, wobei sich aber die Symmetrie der Losungen nicht verédndert. Bei hoherer energeti-
scher Entartung gibt es in dem héher dimensionalen Unterraum viele M6glichkeiten zueinander
orthogonale Zusténde als Linearkombination irgendwelcher Basiszusténde zu bilden, die den
Unterraum aufspannen, und in der grafischen Darstellung eine sehr unterschiedliche Struktur
aufweisen (vgl. hierzu die Zustande 12 bis 15 in den Abbildungen 1.2a und 1.2b). Deshalb
stimmen die numerisch berechneten energetisch entarteten Zusténde in Abbildung 1.2b gra-
fisch nicht mit den entsprechenden analytischen aus Abbildung 1.2a iiberein. Die numerisch
berechneten Eigenenergien sind aber offensichtlich alle mit den analytisch berechneten iden-
tisch.

28Welche der beiden Funktionen ¢+ zu verwenden ist, hingt vom Impuls K der Schwerpunktbewegung ab und
ist Tabelle 1.2 zu entnehmen.
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Abbildung 1.2a:

Zustand | Eigenwert
| Erydl
1 —0,87233
2 —0,86955
3 —0,86955
4 —0,86443
5 —0,86276
6 —0,86276
7 —0,86211
8 —0,86211
9 —0,85430
10 —0,85430
11 —0,85359
12 —0,84917
13 —0,84917
14 —0,84917
15 —0,84917
16 —0,84357
17 —0,84357
18 —0,84251
19 —0,84251
20 —0,83479
21 —0,83479
22 —0,83392
23 —0,83167
24 —0,83167

Analytisch berechnete FEigenzustéinde und -energien fiir zwei Elektronen im 1D-Hubbard-

Modell fiir N = 41, Farbskala: ¢¥(R,,, R;,)
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Abbildung 1.2b:

Numerisch berechnete Eigenzustéinde und -energien fiir zwei Elektronen im 1D-Hubbard-

Modell fiir N = 41, Farbskala: ¢(R,,, Ry,)
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2 Zeitentwicklung von Zweielektronen-Systemen

2.1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunéchst ein paar allgemeine Informationen beziiglich der Inter-
pretation der in den folgenden Kapiteln abgebildeten Ergebnisse zusammengestellt. In einem
eindimensionalen System lassen sich die berechneten Zweiteilchen-Wellenfunktionen als drei-
dimensionale Grafik darstellen.! Es wird in diesen Grafiken nur das Betragsquadrat der im
Allgemeinen komplexen Wellenfunktionen dargestellt.? Um in einem zweidimensionalen Sys-
tem die Zweiteilchen-Wellenfunktion grafisch noch anschaulich darstellen zu kénnen, muss die
Information allerdings auf die Teilchendichte reduziert werden, die bei den Berechnungen im
Ortsraum folgendermafen aus der normierten Wellenfunktion ¢ (x1,y1, 22, y2) berechnet wird:

n(z,y) :/W(ﬂflayl,%y)ﬁdwldyl+/W(9€,y,a¢2,y2)\2d$2dy2

oder im diskreten Hubbard-Modell, wo die Teilchendichte nur auf die einzelnen Gitterplatze
(k,1) bezogen wird:

n(k,0) = [wnmy kD + > [k, 1 ng,me)l

ni,mi n2,ma2

Hierbei nummerieren die n;, m; die Gitterpléitze durch, mit ¢ als Teilchenindex. Aus der Teil-
chendichte ergeben sich wiederum dreidimensionale Grafiken, um die berechneten Ergebnisse
anschaulich darzustellen. Optisch kann man anhand dieser Grafiken das zeitliche Verhalten
von zweidimensionalen Zweiteilchen-Systemen untersuchen — es geht aber natiirlich durch die
Reduktion der gesamten Wellenfunktion auf die Teilchendichte auch ein gewisser Gehalt an
Information verloren. In den Abbildungen der folgenden Kapitel wird zum Teil die dritte Di-
mension nur farbig wiedergegeben, in jeder Grafik kommt immer die volle hier verwendete
Farbskala zum Einsatz, um alle vorkommenden Funktionswerte darzustellen. Bei dieser Art
der Darstellung &ndert sich die Skala der ,2-Achse“ im Allgemeinen von Teilbild zu Teilbild,
es sollte demnach nicht direkt versucht werden die Funktionswerte anhand der Farben zwi-
schen den einzelnen Teilbildern innerhalb einer Abbildung zu vergleichen. Zu jedem Teilbild
ist jeweils die entsprechende Farbskala mit dargestellt.

Um die Bahnen der einzelnen Teilchen verfolgen zu konnen, wird in den folgenden Berech-
nungen zum Teil die quantenmechanische Ununterscheidbarkeit der Teilchen vernachléssigt.
Beobachtet man die zeitliche Entwicklung eines Zweiteilchen-Systems aus einem reinen Pro-
duktzustand (ohne Symmetrisierung oder Antisymmetrisierung) heraus, erscheint es sinnvoll
iiber die Erwartungswerte fiir die einzelnen Teilchenkoordinaten die klassischen Bahnen der
Teilchenbewegung zu verfolgen, und anhand dieser den Einfluss der Wechselwirkung auf die
zeitliche Dynamik eines solchen Systems zu untersuchen.

"Dabei wird im Allgemeinen die dritte Dimension der Grafiken durch den Einsatz von Farbe dargestellt oder
zumindest verdeutlicht.

2Symmetrische und antisymmetrische Zustinde unter Teilchenvertauschung lassen sich nach Bildung des Be-
tragsquadrates der Wellenfunktionen nicht mehr durch Spiegelung an der Symmetrieachse in den folgenden
Abbildungen unterscheiden.
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Die Erwartungswerte der Teilchenkoordinaten werden dabei folgendermafien berechnet:
(zi) = /¢*(w1,y1,w2,yz)fvm(fm,y1,$2,y2)dfv1dy1d$2dy2

(yi) = /W(wl,y1,$2,y2)yi¢(9€1,y1,9€2,yz)dmldyldmdyz

Eine solche Betrachtung der ,Positionen der Teilchen ist natiirlich nur sinnvoll, solange noch
stark im Raum lokalisierte Wellenfunktionen der Teilchen existieren und die konstruierten An-
fangszustéinde noch nicht zu weit auseinander gelaufen sind. Auferdem sollte man bei diesen
Darstellungen im Auge behalten, dass die quantenmechanische Ununterscheidbarkeit identi-
scher Teilchen vernachlissigt wird, der Einfluss der Symmetrie der Zustdnde auf die Zeitent-
wicklung also nicht beriicksichtigt ist. Fiir die Berechnungen im Ortsraum in einer und zwei Di-
mensionen wird in den folgenden Berechnungen die Stirke der Coulomb-Wechselwirkung zwi-
schen den Elektronen variiert. Diese Variation erfolgt durch die Multiplikation der Coulomb-
Wechselwirkung in den numerischen Berechnungen mit einem Faktor «:

e? e?

. — K- —
dreg (|71 — T2| + p) dmeg (|71 — T2 + p)

Fiir k = 1 erhilt man also die reale Stirke der Coulomb-Wechselwirkung zwischen zwei Elek-
tronen, allerdings fiir ein durch den Parameter ; ,abgeschnittenes® Coulomb-Potential?.

2.2 Kontrolle der numerischen Implementierung

In diesem Kapitel wird zunéchst die numerische Implementierung des in Kapitel 1.2 beschrie-
bene SOD-Algorithmus untersucht. Dazu wird als erstes Beispiel die Propagation eines eindi-
mensionalen, elektronischen Einteilchen-Wellenpaketes unter dem Einfluss einer rechteckigen
Potentialbarriere grafisch dargestellt, und die numerisch berechnete Transmission des Elek-
trons durch die Barriere mit dem analytischen Ergebnis verglichen. Analytisch ldsst sich der
Transmissionskoeffizient T'(E) fiir eine ebene Teilchenwelle der Energie £ durch eine rechte-
ckige Potentialbarriere der Héhe Vi > E und der Breite 2a nach folgender Formel berechnen:*

1
14 (1 4 €2/4) sinh? 2ka

. k k 2meE 2me (Vo — E)
mit e=—-——-——, k= 5, K=\l—5F—
k k h h

Der Potentialverlauf ist schematisch in Abbildung 2.1 dargestellt. Numerisch wird allerdings
die Transmission eines Gauf’schen Wellenpaketes

T(k) = (2.1)

D) = L o—(e=w0)?/(442) ko (e—z0) 9.9
(2rA2)1/4

durch die Potentialbarriere betrachtet.

3Siehe dazu die Erlsuterungen auf Seite 13.
“Siehe [Schwabl, 1998]
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der rechteckigen Potentialbarriere
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Abbildung 2.2:
Transmission 7" eines elektronischen Wellenpaketes durch eine Potentialbarriere in Abhéngig-
keit von Vp/E, 2a = 110ag

Deshalb wird in der analytischen Rechnung der Transmissionskoeffizient nach Gleichung (2.1)
berechnet, aber als gewichtete Summe {iber alle Transmissionskoeffizienten ebener Wellen, die
in einem der numerischen Rechnung entsprechenden Gaufs’schen Wellenpaket enthalten sind:

x 9A2\ /4
T = / dk|(k)PT (k) mit (k) = <—> e~ A (k—ko)? gikwo (2.3)
—00 T

Der so analytisch berechnete Transmissionskoeffizient ist in Abbildung 2.2 dem aus der nu-
merischen Simulation fiir einige Vj/FE-Werte gegeniibergestellt. Bei dem Vergleich dieser Er-
gebnisse muss beriicksichtigt werden, dass die Potentialbarriere fiir die numerische Rechnung
mit wenigen Stiitzstellen im Ortsraum konstruiert wurde. Trotzdem ist nur eine sehr geringe
Abweichung der Ergebnisse voneinander in Abbildung 2.2 zu erkennen. Exemplarisch ist die
Transmission des Wellenpaketes fiir V5/E ~ 1,326 in Abbildung 2.3 dargestellt. Ein ,Aus-
einanderlaufen“ des Wellenpaketes kann hier aufgrund der kurzen Zeitskala kaum beobachtet
werden.
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Abbildung 2.3:

Streuung eines eindimensionalen Einteilchen-Wellenpaketes an einer Potentialbarriere,
X-Achse: x[ag], Y-Achse: |¢(x)|?, Zeit zwischen den Teilbildern 24,3 fs, Vy/E ~ 1,326,
2a = 110ay

Als zweites Beispiel wird nun noch das Verhalten eines Zweiteilchen-Systems in zwei Dimen-
sionen ausgehend von einem bekannten Anfangszustand untersucht. Dieses Beispiel wird noch
einmal bestétigen, dass die numerische Integration der zeitabhingigen Schrédingergleichung
sinnvolle und korrekte Ergebnisse liefert. Hierzu wird diesmal der Anfangszustand konstruiert
als Linearkombination aus den niedrigsten beiden symmetrischen Eigenzustinden |lsymm) und
|25ymm) des Systems.

19(0)) = @1y (0) | symm) + 25y (0) [26ymmm) = % Laymm) + % Ppmm) (24)

Ausgehend von diesem Zustand kann die zeitliche Entwicklung des Systems dann nach Glei-
chung (1.10) analytisch berechnet werden und ist somit vergleichbar mit dem numerischen
Ergebnis. Dazu ist sowohl die zeitliche Entwicklung der Teilchendichte des Systems in den
Abbildungen 2.4a und 2.4b dargestellt, als auch das zeitliche Verhalten der Entwicklungskoef-
fizienten aus Gleichung (2.4) in der numerischen Berechnung in Abbildung 2.4c. Deren Betrag
|01y (£)| und |as,, . (t)| sollte nach Kapitel 1.1 konstant bleiben, was hier als Kontrolle
der numerischen Implementierung und fiir den SOD-Algorithmus verwendet werden kann. In
Abbildung 2.4 ¢ lisst sich eine kleine® periodische Schwankung der |an,,,.., (t)| um ihren Soll-
wert 1/4/2 erkennen. Bis auf diese kleinen numerisch bedingten Schwankungen ist der SOD-
Algorithmus aber tatséchlich als stabiler Algorithmus zur Berechnung der Zeitentwicklung der

SMan beachte, dass die Schwankungen nur von der GroRenordnung 1-1077 sind.
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zeitabhiingigen Schrodingergleichung geeignet.® Anhand der grafischen Darstellung der Zeit-
entwicklung der Teilchendichte im System in den Abbildungen 2.4a und 2.4b lésst sich kein
Unterschied zwischen analytischer und numerischer Lésung erkennen.
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0.01

A~ o
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Abbildung 2.4 a: Abbildung 2.4b:

Analytisch berechnetes Zeitverhalten, X(Y)- Numerisch berechnetes Zeitverhalten, X(Y)-
Achse: z(y)[2,5a0], Z-Achse und Farbskala: Achse: z(y)[2,5a0], Z-Achse und Farbskala:
n(x,y), Zeit zwischen den Teilbildern 0,91fs, n(z,y), Zeit zwischen den Teilbildern 0,91 fs,
k=1 k=1

Zum Vergleich ist in Abbildung 2.5 die Zeitentwicklung der |a,,,., (t)| dargestellt, allerdings
berechnet mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung, wie es auf Seite 9 beschrie-
ben wurde. Es ist deutlich zu erkennen, dass hier der Betrag der Entwicklungskoetflizienten
|Gy ()] micht nur um den Sollwert 1/v/2 oszilliert, sondern die Werte stetig kleiner werden.
Diese stetige Abnahme findet fiir das hier gewahlte Beispiel auf einer deutlich kleineren Skala
statt als die Oszillationen im SOD-Verfahren. Dieses Verhalten fiihrt bei langen Laufzeiten aber
dazu, dass die Norm des Anfangszustandes nicht erhalten bleibt. Auflerdem sind nach langen
Laufzeiten auch Zustdnde im System enthalten, die in dem gewihlten Anfangszustand nicht
enthalten waren. Eine Behandlung dieses Beispiels mit dem Euler-Verfahren, vgl. Gleichung
(1.11) auf Seite 7, fiihrt sogar fiir sehr viel kleinere Zeitschritte als beim SOD-Verfahren zu
numerisch instabilem Verhalten. Dabei setzen sich nach sehr kurzer Zeit Zustdnde im System
durch, die in dem konstruierten Anfangszustand urspriinglich nicht enthalten waren.

Nachdem in diesem Kapitel zumindest exemplarisch der SOD-Algorithmus erfolgreich getes-
tet worden ist, wird er im folgenden Kapitel auf verschiedene Beispielsysteme angewandt. Es
handelt sich hierbei um ein- und zweidimensionale Zweielektronen-Systeme, anhand derer ins-
besondere der Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung auf die zeitliche Dynamik der Systeme
untersucht wird.

50bwohl hier, in den Abbildungen 2.4a, 2.4b und 2.4 ¢, die Zeitentwicklung nur bis zu einer maximalen Zeit von
ca.15 fs dargestellt ist, liefert der SOD-Algorithmus auch fiir sehr lange Zeitentwicklungen das gleiche periodisch
wiederkehrende Verhalten der Koeffizienten |anymm ()| und ergibt unter Beachtung des Stabilitdtskriteriums
(1.14) keine numerischen Instabilitdten fiir Systeme mit hermiteschem Hamiltonoperator.
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Abbildung 2.4c:

Zeitentwicklung der Entwicklungskoeffizienten aus Gleichung (2.4), berechnet mit dem SOD-
Algorithmus (1.13), siehe die Beschreibung im Text

Abbildung 2.5:

Zeitentwicklung der Entwicklungskoeffizienten aus Gleichung (2.4), berechnet mit dem Runge-
Kutta-Verfahren vierter Ordnung (1.15), siehe die Beschreibung im Text
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2.3 Zeitentwicklung ein- und zweidimensionaler Zweielektronen-Systeme

Nachdem in Form von Beispielen die Implementierung des SOD-Algorithmus zur numerischen
Integration der zeitabhéngigen Schrodingergleichung im letzten Kapitel untersucht worden
ist, kann nun in den folgenden beiden Kapiteln die Berechnung der Zeitentwicklung eines
Zweiteilchen-Systems in einer und in zwei Dimensionen im Ortsraum und im Rahmen des
Hubbard-Modells erfolgen.

2.3.1 Coulomb-Streuung von zwei Elektronen im Ortsraum

Zuné#chst wird hier anhand von grafischen Darstellungen die Streuung von zwei Elektronen in
einer Dimension in Abhéingigkeit der Stirke der Wechselwirkung untersucht. Dazu ist in den
Abbildungen 2.6a, 2.6 b und 2.6 ¢ die berechnete zeitliche Entwicklung von zwei sich aufeinan-
der zu bewegenden elektronischen Wellenpaketen fiir unterschiedlich starke Wechselwirkung
zwischen den beiden Elektronen dargestellt. In einer Dimension sind Berechnungen fiir zwei
Elektronen mit ausreichend vielen Stiitzstellen moglich (hier 200), um Wellenpakete fiir beide
Teilchen zu konstruieren und z.B. auch gezielt einen externen Potentialverlauf vorzugeben. In
dem hier gezeigten Beispiel wird aufer den starren Randbedingungen aber kein externes Poten-
tial beriicksichtigt, um die Beobachtungen auf den Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung zu
konzentrieren. Es wird hier die Coulomb-Streuung von zwei elektronischen Gauf’schen Wellen-
paketen mit gleichem Energieschwerpunkt und gleicher rdumlicher Breite in einer Dimension
simuliert, d.h die Zweiteilchen-Wellenfunktion zur Zeit ¢t = 0 lésst sich folgendermafien schrei-
ben:’

(@, 2) = % [61(21)d2(22) £ P2 (1)1 (22)]
REL o
mlt ¢1($) = |:27TA2:| e*(mf(l) /(4A )e*ZkO(iB*G)

R —(2—b)2/(4A2) _iko(x—b)
und - ¢(7) = |5—=5| e e

Hierbei bezeichnen a und b jeweils die Positionen der Maxima (Schwerpunkte) der Wellenpa-
kete im Ortsraum zum Zeitpunkt ¢ = 0, die so gewéhlt werden, dass sich die Wellenpakete mit
den Impulsen kg und —kq aufeinander zu bewegen. A gibt die rdumliche Breite der Wellenpa-
kete an und damit auch automatisch die enthaltenen Energien um den Energieschwerpunkt,

K22 . . .8
der durch Ey = -—2 bestimmt wird.

2me
In Abbildung 2.6 a ist keine Wechselwirkung zwischen den Elektronen enthalten, weshalb sich
die beiden Wellenpakete ungehindert durcheinander hindurch bewegen koénnen. Mit Wech-
selwirkung kann man erkennen, dass in Abbildung 2.6¢ durch die stidrkere Abstofung der
Elektronen untereinander der minimale Abstand der Wellenpakete etwas grofer ist als in Ab-
bildung 2.6b. Ein ,Auseinanderlaufen” der Wellenpakete mit der Zeitentwicklung ist in den
hier gezeigten Abbildungen aufgrund der kurzen Zeitskalen noch nicht zu beobachten, liefe sich
aber mit der gleichen Methode bei anderer Wahl der Parameter natiirlich ebenfalls simulieren.

"Mit + oder — je nach Symmetrie des Ortsraumzustandes, wobei in diesem Beispiel nur der symmetrische
Ortsraumzustand weiter untersucht wird.

8Ein Gauf’sches Wellenpaket mit zentralem Impuls ko und Breite 2A in Ortsdarstellung ist ein Gauf®’sches
Wellenpaket in k-Darstellung mit Maximum (Schwerpunkt) bei k = ko und Breite 1/A, siehe auch Seite 29.
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Abbildung 2.6 a: Abbildung 2.6b:

Propagation von zwei elektronischen Wellen- Streuung von zwei elektronischen Wellenpake-
paketen in einer Dimension ohne Wechselwir- ten in einer Dimension, £ = 1, X;(X5)-Achse:
kung, X1(X2)-Achse: z1(z2)[55ao], Farbskala: ) (x9)[55 ag], Farbskala: |¢(z1,22)[?, Zeit zwi-
|¢(21,22)|?, Zeit zwischen den Teilbildern 45fs gchen den Teilbildern 45 fs

0

Als nichstes wird die Bewegung und Streuung von zwei Elektronen aneinander in zwei Di-
mensionen im Ortsraum betrachtet. Aufgrund des numerischen Aufwandes konnen hier nur
Systeme mit bis zu 20 Diskretisierungsschritten pro Ortskoordinate behandelt werden. Dieses
kleine Gitter im Ortsraum erlaubt keine Konstruktion von Wellenpaketen zur Darstellung der
Teilchen mehr. Es ergibt sich daraus die Schwierigkeit, den beiden Elektronen eine bestimmte
Bewegungsrichtung iiber die Wahl des Anfangszustandes zu geben. Hierfiir kénnen allerdings
die durch die numerische Behandlung eingefiihrten starren Randbedingungen ausgenutzt wer-
den. Als Anfangszustand konstruiert man dazu einen Zustand, in dem sich die beiden Teilchen
in jeweils einer Ecke des diskretisierten Gebietes aufhalten. Es resultiert in der weiteren Zeit-
entwicklung zunéchst eine gerichtete Bewegung der beiden Elektronen aus den Ecken heraus,
da eine Bewegung in die andere Richtung aufgrund der speziellen Randbedingungen nicht
moglich ist. Daraus ldsst sich durch einen geeignet gewéhlten Anfangszustand eine Situati-
on konstruieren, in der sich die beiden Teilchen zunédchst aufeinander zu bewegen und dann
aneinander gestreut werden.

Die gesamte zeitliche Entwicklung dieses Systems wird natiirlich in hohem Mafe durch die
fiir die numerische Behandlung eingefithrten Randbedingungen bestimmt, ermdéglicht aber die
Untersuchung und Visualisierung der Streuung von zwei Elektronen in zwei Dimensionen an-
einander. Es kann auch hier die Starke der Coulomb-Wechselwirkung variiert werden und die
Symmetrie der Wellenfunktionen unter Teilchenvertauschung, siehe hierzu die Abbildungen
2.7a, 2.7b und 2.7c. In Abbildung 2.7a (ohne Wechselwirkung) ist zu erkennen, dass die bei-
den Elektronen ungehindert durcheinander zu den gegeniiberliegenden Ecken laufen. Thre Be-
wegung wird nur durch die Randbedingungen bestimmt. In Abbildung 2.7b sieht man, dass ein
deutlicher Anteil der Wellenfunktionen beim , Aufeinandertreffen der Elektronen in der Mitte
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des diskretisierten Gebietes durch die Coulomb-Wechselwirkung zu den Seiten gestreut wird.
Der gestreute Anteil ist bei gleicher Coulomb-Wechselwirkung deutlich geringer, wenn man als
Anfangszustand einen antisymmetrischen Ortsraumzustand wéhlt. Aufgrund dessen, dass die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir beide Elektronen am selben Ort im antisymmetrischen Fall
bereits aus Symmetriegriinden verschwindet, kommt die abstofende Coulomb-Wechselwirkung
zwischen ihnen weniger zur Wirkung, wie der Vergleich der Abbildungen 2.7b und 2.7 c zeigt.

Zur Unterstiitzung der Interpretation der grafisch dargestellten Ergebnisse wird hier in ei-
nigen Beispielrechnungen die quantenmechanische Unterscheidbarkeit von Elektronen fallen
gelassen, um ihre Bahnen anhand von Trajektorien verfolgen zu kdnnen, was ja gerade ihre
Unterscheidbarkeit voraussetzt. Diese Art der Darstellung ermdoglicht eine sehr anschauliche
Beobachtung der Teilchenbewegung und bestétigt die naheliegende Interpretation der zeitli-
chen Entwicklung der Teilchendichten. Aus quantenmechanischer Sicht muss dazu natiirlich
ein wesentlicher Effekt, ndmlich die Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen, vernachléssigt
werden. Zumindest anhand der folgenden Beispiele trigt diese Art der Darstellung aber si-
cherlich zur Interpretation der Ergebnisse bei.

In den Abbildungen 2.8a, 2.8b und 2.8c ist bei den Berechnungen jeweils die Stérke der
Wechselwirkung verdndert worden. Ohne Wechselwirkung beeinflussen sich die beiden Elek-
tronen bei ihrer Bewegung nicht, diese wird ausschlieflich aus dem gewidhlten Anfangszu-
stand heraus von den starren Randbedingungen bestimmt. In Abbildung 2.8 b mit schwacher
Coulomb-Wechselwirkung ist anhand der Bewegungsbahnen schon eine deutliche Abstoffung
der Elektronen untereinander zu beobachten, die in Abbildung 2.8c durch weitere Steigerung
der Wechselwirkung noch verstirkt wird. Die Umkehr der Bewegungsrichtungen der beiden
Elektronen an den Réndern des Gebietes entsteht wieder durch ihre Reflexion an den starren
Réndern.
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Abbildung 2.7a:
Streuung von zwei Elektronen in zwei Dimensionen, x = 0, X(Y)-Achse: 2(y)[1,7 ag], Farbskala:
n(x,y), Zeit zwischen den Teilbildern 0,13 fs

Durch die insgesamt relativ lange Laufzeit ist deutlich ein Auseinanderlaufen der Teilchendich-
ten zu beobachten. Am Ende der Berechnungen ist die Teilchendichte an den meisten Stellen
des diskretisierten Gebietes ungleich Null. Man kann dann eigentlich nicht mehr von im Ort
lokalisierten Elektronen sprechen.
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Abbildung 2.7b: Abbildung 2.7c:

Streuung von zwei Elektronen in zwei Dimen- Streuung von zwei Elektronen in zwei Di-
sionen, £ = 2, symmetrische Wellenfunktion, mensionen, x = 2, antisymmetrische Wellen-
X(Y)-Achse: z(y)[1,7ap], Farbskala: n(z,y), funktion, X(Y)-Achse: z(y)[1,7ap], Farbskala:
Zeit zwischen den Teilbildern 0,13 fs n(x,y), Zeit zwischen den Teilbildern 0,13 fs
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Abbildung 2.8 a:
Streuung von zwei ,unterscheidbaren Elektronen“ in zwei Dimensionen, x = 0, X(Y)-Achse:
x(y)[2,0 ap], Farbskala: n(x,y), Zeit zwischen den Teilbildern 0,37 fs
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Abbildung 2.8b:
Streuung von zwei ,unterscheidbaren Elektronen“ in zwei Dimensionen, x = 2, X(Y)-Achse:
x(y)[2,0 ag], Farbskala: n(x,y), Zeit zwischen den Teilbildern 0,37 fs
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Abbildung 2.8c:
Streuung von zwei ,unterscheidbaren Elektronen“ in zwei Dimensionen, x = 4, X(Y)-Achse:
x(y)[2,0 ag], Farbskala: n(x,y), Zeit zwischen den Teilbildern 0,37 fs
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2.3.2 Zeitentwicklung von Zweielektronen-Zustinden im Hubbard-Modell

In Kapitel 1.5.3 ist gezeigt worden, dass sich das Zweiteilchen-Problem auf einem eindimensio-
nalen Hubbard-Gitter bis auf die Bestimmung der Losungen einer transzendenten Gleichung
fiir die Energieeigenwerte und Eigenzusténde analytisch 16sen ldsst. Hier wird nun noch einmal
anhand dieser bekannten Ldsungen fiir das Zweielektronen-Problem die analytische Zeitent-
wicklung ausgehend von einer Linearkombination aus symmetrischen Eigenzustédnden zu k = 0

1
V2

mit der daraus resultierenden, numerisch berechneten Zeitentwicklung verglichen. Die analy-
tische Losung des Problem ist bekannt:

[¥(t =0)) =

(D" + 12025

Lert Leot

eh eh
() = an(8) 15" + aa(0) G = S DR+ S )
Es wird hier noch einmal die Konstanz des Betrages der Entwicklungskoeffizienten |a,(t)| in
Abbildung 2.9a gezeigt. Aukerdem werden hier die Phasen ¢, = <2t der Entwicklungskoeffi-
zienten a,(t) mit denen aus der analytischen Losung verglichen. Dazu ist in Abbildung 2.9a
die Differenz

o (2.5)

A an — gZflnalytisch _ ¢numerisch (26)

n

von analytisch berechneter Phase zu dem numerischen Ergebnis iiber den Zeitverlauf darge-
stellt:
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Abbildung 2.9a: Vergleich zwischen analytischer und numerischer Rechnung, obere Abbildung:

Phasenunterschied nach Gleichung (2.6), untere Abbildung: Betrag der Entwicklungskoeffizi-

enten |a,(t)| — % aus Gleichung (2.5) in der numerischen Berechnung.
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Es ist zu erkennen, dass der verwendete Algorithmus auch hier wieder gute Ergebnisse lie-
fert und die numerische Zeitentwicklung sich nur unwesentlich von der analytisch berechneten
unterscheidet. Uber einen Zeitraum von ca. 5 fs mit ca. 1300 Zeitschritten ist die Phasendiffe-
renz A¢, (Abb. 2.9a oben) weniger als 27/100, und der Betrag der Entwicklungskoeffizienten
lan(t)] (Abb. 2.9a unten) oszilliert mit einer Amplitude von ca. 2 - 107> um seinen Sollwert
1/v/2. Um bessere Ergebnisse zu erhalten, ist es moglich die Diskretisierung in der Zeit feiner
zu wihlen, da die Abweichungen gegeniiber dem analytischen Ergebnis nur durch die diskreten
Zeitschritte entstehen. Die Zeitentwicklung der entsprechenden Zusténde ist in den Abbildun-
gen 2.9b und 2.9c dargestellt. Anhand der Grafiken ldsst sich tatsdchlich kein Unterschied
zwischen analytischer und numerischer Zeitentwicklung erkennen.
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Abbildung 2.9b: Abbildung 2.9c¢:

Analytisch berechnete Zeitentwicklung eines Numerisch berechnete Zeitentwicklung eines
Zweiteilchen-Systems im 1D Hubbard-Modell, Zweiteilchen-Systems im 1D Hubbard-Modell,
Zeit zwischen den Teilbildern 0,53 fs, Farbska- Zeit zwischen den Teilbildern 0,53 fs, Farbska-
la: [¢(Ry, Bin)| la: [¢(Ry, Rin)
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Nachdem die numerische Berechnung mit der analytischen fiir dieses Modell verglichen worden
ist, wird jetzt unter starren Randbedingungen veranschaulicht werden, dass sich zwei Elektro-
nen auf einem 1D-Hubbard-Gitter in einem symmetrischen Ortsraumzustand aufgrund des
gitterplatzdiagonalen Hubbard-U nur mit geringer Wahrscheinlichkeit am gleichen Gitterplatz
aufhalten. Sie gehen sich also sozusagen in der zeitlichen Entwicklung des Systems aus dem
Weg. Dieses Verhalten ist in Abbildung 2.10b ausgehend von einem Zustand, in dem nur zwei
Gitterplatze besetzt sind, dargestellt. Im Vergleich dazu ist das Verhalten des gleichen Systems
ohne Wechselwirkung in Abbildung 2.10a zu sehen. Es ldsst sich erkennen, dass mit Wechsel-
wirkung die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der beiden Elektronen auf der Symmetrieachse der
Grafiken, also wenn sich beide Elektronen am gleichen Gitterplatz befinden, deutlich geringer
bleibt als ohne Wechselwirkung.
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Abbildung 2.10a: Abbildung 2.10b:

Zeitentwicklung von zwei Elektronen auf ei- Zeitentwicklung von zwei Elektronen auf ei-
nem 1D-Hubbard-Gitter, U = 0,0eV, Zeit nem 1D-Hubbard-Gitter, U = 10,9eV, Zeit
zwischen den Teilbildern 0,37fs, Farbskala: zwischen den Teilbildern 0,37fs, Farbskala:

[ (k, D) (k. D)2

Als letzte Anwendung der oben entwickelten Methoden auf das Hubbard-Modell wird nun die
Zeitentwicklung zweier Elektronen auf einem zweidimensionalen Hubbard-Gitter beobachtet.
Dazu ist in den Abbildungen 2.11a, 2.11b und 2.11 ¢ die zeitliche Entwicklung eines Zustandes
mit zwei in den Ecken besetzten Gitterplatzen abgebildet; in Abbildung 2.11a zunéchst mit
Wechselwirkung, mit Hubbard-U # 0, dazu im Vergleich in Abbildung 2.11b ohne Wechselwir-
kung, mit Hubbard-U = 0. Mit U # 0 ist auch hier eine Streuung von Anteilen der Elektronen
zu den Seiten zu beobachten, allerdings ein relativ zu den Berechnungen im Ortsraum geringer
Anteil, weil hier die Wechselwirkung zwischen den Elektronen nur gitterplatzdiagonal wirk-
sam ist. In Abbildung 2.11c ist die Zeitentwicklung eines zu den Abbildungen 2.11a und 2.11b
entsprechenden Systems gezeigt, jedoch ausgehend von einem antisymmetrischen Ortsraumzu-
stand. Hier zeigt der Vergleich mit Abbildung 2.11b, dass die Wechselwirkung unwirksam ist,
wie man es erwarten wiirde, denn die Teilchen kénnen sich bereits schon aus Symmetriegriin-
den nicht am gleichen Gitterplatz aufhalten, die Wechselwirkung ist in diesem Modell aber
gerade gitterplatzdiagonal angenommen worden.
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Abbildung 2.11a:
Zeitentwicklung von zwei Elektronen auf einem 2D-Hubbard-Gitter, symmetrisch, U = 4eV,
Zeit zwischen den Teilbildern 0,86 fs, Farbskala: n(k,)
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Abbildung 2.11b: Abbildung 2.11c:
Zeitentwicklung von zwei Elektronen auf einem Zeitentwicklung von zwei Elektronen auf einem
2D-Hubbard-Gitter, symmetrisch, U = 0eV, 2D-Hubbard-Gitter, antisymmetrisch, U =
Zeit zwischen den Teilbildern 0,86 fs, Farbskala: 4eV, Zeit zwischen den Teilbildern 0,86 fs,
n(k,1) Farbskala: n(k,1)
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3 Exziton-Polaritonen

3.1 Motivation zur Betrachtung von Exziton-Polaritonen

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit den linearen optischen Eigenschaften eines direkten Halb-
leiters! im Bereich der Bandliickenenergie. Dazu wird in Kapitel 3.2.1 die lineare Antwort,
die Suszeptibilitiit, eines zweikomponentigen Elektronensystems? auf ein #uferes optisches
Feld in Dipolndherung berechnet. Es zeigt sich dabei, dass die lineare Antwort eines solchen
Systems auf ein optisches elektromagnetisches Feld durch die inhomogene Exziton-Gleichung
beschrieben wird. Im Rahmen des Exziton-Bildes kénnen damit die linearen optischen Eigen-
schaften eines Halbleiters in einem effektiven Zweiteilchen-Bild beschrieben werden. Hierbei
wird allerdings vorerst die Modifikation der elektromagnetischen Felder durch die im Medium
erzeugte makroskopische Polarisation vernachléssigt. Bei starker Kopplung der elektromagne-
tischen Felder an die Ladungstriager des Mediums, hier also gerade im Bereich der Exziton-
Resonanzenergien, ist eine gemeinsame Behandlung der Ladungstriger des Mediums und der
elektromagnetischen Felder notwendig. Diese Methode ergibt mit den moglichen gemeinsamen
Exziton-Photon-Zustédnden des Systems bessere Ergebnisse im Vergleich mit Experimenten.
Sie fiihrt zu der Einfiihrung neuer Quasiteilchen, den sogenannten Polaritonen, um die mogli-
chen Ausbreitungsmoden der elektromagnetischen Felder im Medium unter starker Kopplung
an dessen Ladungstriger zu beschreiben. In Kapitel 3.2.3 wird das Konzept der Polaritonen
speziell fiir Exziton-Polaritonen genauer vorgestellt. Im dreidimensionalen, unendlich ausge-
dehnten Kristall lassen sich die Losungen der inhomogenen Exziton-Gleichung nach den be-
kannten, wasserstoffartigen Losungen der entsprechenden homogenen Gleichung, der Wannier-
Gleichung, entwickeln. Fiir den Imaginérteil der Suszeptibilitdt des Systems folgt daraus gerade
die sogenannte 3D-Elliott-Formel. Im dreidimensionalen Kristall ist weitgehend eine analyti-
sche Analyse der optischen Eigenschaften des beschriebenen Systems im Exziton-Bild mdglich.

In Kapitel 3.3 wird ein rdumlich inhomogenes System betrachtet, in dem die Beweglichkeit der
Exzitonen in einer Raumdimension, der z-Richtung, eingeschrankt ist, und eine ,freie Bewe-
gung“ der Exzitonen im Kristall nur noch in der z-y-Ebene moglich ist. Aus dieser speziellen
Geometrie ergeben sich Randbedingungen, die dazu fiithren, dass sich die Lésungen der in-
homogenen Exziton-Gleichung nicht mehr durch wasserstoffartige Zusténde entwickeln lassen.
Deshalb ist hier keine analytische Beschreibung der optischen Eigenschaften des Systems mehr
moglich. Um die optischen Eigenschaften eines solchen Systems trotzdem berechnen zu kénnen,
wird die inhomogene Exziton-Gleichung fiir diese spezielle Geometrie einer Halbleiterprobe nu-
merisch geldst. Das geschieht selbstkonsistent zusammen mit den Maxwell-Gleichungen, die die
Propagation der optischen Felder durch die diinne, typischerweise einige Exziton-Bohr-Radien
dicke Probe beschreiben. Alternativ dazu gibt es verschiedene Ansétze zusdtzliche Randbe-
dingungen an die makroskopische Polarisation im Medium zu stellen.? Die hier durchgefiihrte
Berechnung von Transmissionsspektren auf mikroskopischer Ebene im Polaritonen-Bild fiihrt
jedoch im Vergleich zu an entsprechenden diinnen Halbleiterschichten experimentell gewonne-
nen Spektren zu sehr viel besseren Ergebnissen, siehe [Schneider et al., 2001].

! Als Beispiel wird in den folgenden Kapiteln speziell Gallium-Arsenid (GaAs) betrachtet.

*Beriicksichtigt werden dabei nur ein Valenz- und ein Leitungsband. Um das elektronische Vielteilchen-Problem
16sen zu konnen, wird die Hartree-Fock-Naherung verwendet.

8Fiir Details siehe Kapitel 3.3.1.
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In den folgenden Kapiteln werden zunéchst die notwendigen theoretischen Grundlagen zur Be-
schreibung von Exziton-Polaritonen in unendlich ausgedehnten, dreidimensionalen Kristallen
zusammengestellt. Darauf aufbauend wird in Kapitel 3.3 die Theorie entwickelt, um Exziton-
Polaritonen in der oben angesprochenen, speziellen Geometrie in diinnen Halbleiterschichten
beschreiben zu kénnen. Zunéchst wird dazu vereinfachend in Kapitel 3.3.1 ein Modell vorge-
stellt, mit dem n&herungsweise die Transmission einer elektromagnetischen Welle durch eine
diinne Halbleiterschicht berechnet werden kann. Im Rahmen dieses Modells wird der rdumli-
chen Inhomogenitét des Systems allerdings nur durch Randbedingungen an die makroskopische
Polarisation im Medium Rechnung getragen. Speziell werden hier die urspriinglich von Pekar
eingefiihrten zusdtzlichen Randbedingungen verwendet, bei denen die Annahme darin besteht,
dass die makroskopische Polarisation an den Oberflichen des Mediums gerade verschwindet.
Fiir die Suszeptibilitét des Systems und fiir die Polariton-Ausbreitungsmoden werden dabei
weiterhin die fiir den Volumenkristall gefundenen Losungen verwendet. Genaugenommen ent-
sprechen aber die méglichen exzitonischen Zusténde in einer diinnen Schicht nicht mehr denen
im Volumenkristall. Deswegen ist es notwendig die optischen Eigenschaften des Systems direkt
ausgehend von der inhomogenen Exziton-Gleichung zu untersuchen. Auf mikroskopischer Ebe-
ne konnen dann die korrekten Randbedingungen direkt an die Exziton-Ubergangsamplitude
gestellt werden. Dazu wird in den Kapiteln 3.3.2, 3.3.3 und 3.3.4 eine voll mikroskopische
Theorie vorgestellt, um optische Transmissionsspektren durch diinne Halbleiterschichten zu
berechnen. Der Vergleich der mit den unterschiedlichen Theorien berechneten Ergebnisse wird
zeigen, fiir welche Probenparameter die Verwendung der makroskopischen, Pekar’schen Rand-
bedingungen zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt.
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3.2 Exziton-Polaritonen im Volumenkristall
3.2.1 Licht-Materie-Wechselwirkung in Kristallen

Der Hamiltonoperator fiir Elektronen im kristallinen Festkorper im elektromagnetischen Feld
hat in Dipoln&herung allgemein folgende Gestalt:

H = Hy + Hcoulomb + HDipol (31)

Die Dipolniherung, bei der nur eine schwache Anderung der elektromagnetischen Felder iiber
einer Elementarzelle angenommen wird, lasst sich im optischen Spektralbereich leicht recht-
fertigen, weil hier die Wellenldngen etwa um einen Faktor 1000 grofer sind als typische Gitter-
konstanten im Kristall. Einen endlichen, wenn auch kleinen, Photonenimpuls ¢ erh&lt man in
diesem Bild nur, wenn man annimmt, dass das optische Feld zwar iiber einer Elementarzelle
konstant ist, aber auf einer groferen Lingenskala, also von Gitterzelle zu Gitterzelle, variiert.

Fiir die folgende Herleitung der Exziton-Gleichung wird nur ein Zweibandsystem, bestehend
aus einem Valenz- und einem Leitungsband, betrachtet. Um diese Vereinfachung zu recht-
fertigen wird hier zunichst die fiir optische Uberginge im Energiebereich der fundamentalen
Bandliicke interessante Bandstruktur von GaAs am I'-Punkt betrachtet. Hierbei handelt es
sich um ein Leitungsband mit Gesamtdrehimpuls-Quantenzahl j = % und ein Valenzband
mit Spin-Bahn-Kopplung mit Gesamtdrehimpuls-Quantenzahl j = % Die moglichen Zusténde
werden nun unterschieden durch m;, die Quantenzahl der z-Komponente des Gesamtdrehim-
pulses. Die Struktur des Valenzbandes spaltet auf in Zustdnde mit unterschiedlichen effektiven
Massen, in sogenannte Light-Hole-Zustdnde (LH) mit m; = i% und Heavy-Hole-Zustinde

(HH) mit m; = +2. Im idealen, dreidimensionalen GaAs-Kristall sind HH- und LH-Zusténde

am [-Punkt, also fiir k= 0, energetisch entartet. Durch experimentell bedingte Verspannun-
gen der eigentlich kubischen GaAs-Kristallstruktur wird diese energetische Entartung jedoch
aufgehoben, wie es z.B. in dem in [Schneider et al., 2001] beschriebenen Experiment der Fall
ist. Wenn die Resonanzenergien zwischen LH-Zustdnden und Leitungsband und die zwischen
HH-Zustédnden und Leitungsband durch solche Verspannungen deutlich voneinander getrennt
liegen, scheint es sinnvoll vereinfachend nur ein System aus einem Leitungsband und einem
der LH- oder HH-Valenzbander zu betrachten. Diese Vereinfachung lasst sich rechtfertigen,
wenn die Wellenlidnge des externen optischen Feldes so gewédhlt wird, dass es nur zu resonan-
ten Ubergingen zwischen den hier ausgewihlten Bindern kommen kann. Somit kénnen alle
anderen Bénder in diesem Spektralbereich zur Beschreibung der optischen Eigenschaften des
Festkorpers ndherungsweise vernachléssigt werden. Alle nicht resonanten Kopplungen der elek-
tromagnetischen Felder an den Festkorper werden nur {iber einen Hintergrund-Brechungsindex
nyg beriicksichtigt. Es wird deshalb im Folgenden nur ein in dieser Weise vereinfachtes System
betrachtet, in dem nur m; = £31-Zustéinde im Leitungsband (c) und m; = £3-Zustinde im
Valenzband (v) betrachtet werden. Nur die Betrachtung realistischerer Systeme mit mehre-
ren Béndern bringt sicherlich im Vergleich zum Experiment zufrieden stellende Ergebnisse,
bei der Beobachtung optischer Phdnomene treten dabei physikalisch aber keine neuen Effek-
te auf im Vergleich zum Zweibandsystem. Voraussetzung bleibt allerdings, dass die Bénder
an dem E—Punkt, an dem die Interbandiibergénge betrachtet werden, energetisch ausreichend
weit auseinander liegen. Als weitere Vereinfachung werden im folgenden nur E—unabhiingige
Dipolmatrixelemente zwischen den betrachteten Bindern angenommen.*

*Zur Diskussion der E—Abhéngigkeit des Diplomatrixelementes fiir optische Interbandiiberginge in direkten
Halbleitern siehe [Haug/Koch, 1993], Seite 73.
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Diese Annahme l&sst sich insbesondere rechtfertigen, da sich die folgenden Betrachtungen
mit optischen Interbandiibergéngen im Zentrum der Brillouin-Zone beschéftigen. Im einzelnen
lassen sich die Summanden des Hamiltonoperators (3.1) bzgl. der Blochbasis und fiir das
beschriebene Zweibandmodell in zweiter Quantisierung ausdriicken als:®

Hy = Z [Eﬁc;r(ck + Eﬁvlvk}

Kk
1 t t oot T T — —62
Hcoulomb = oa Z Vy [Ck+qck'—¢jck/0k t Uy Vi gV Uk T 20k+qvk/_q~vk/ck] y Vg = eolq1?
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k,q

Hierbei fasst k = {E, s} die Quantenzahlen des Systems, aufer des Bandindex zusammen,
und die CL, Ck, vl]; und vy bezeichnen die Erzeuger und Vernichter zu den elektronischen
Einteilchen-Zustéinden in Valenz(v)- und Leitungs(c)-Band mit Impuls & und der Quantenzahl
s, die die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses fiir Valenz- und Leitungsband symbolisiert.
Die Quantenzahl s kann fiir beide Bander die moglichen Werte s = T oder s = | anneh-
men, wobei gerade s = T = m; = 1 und s = | = m; = —1 fiir das Leitungsband und
s=1=m; = % und s = | = m; = —% fiir das betrachtete Valenzband ist. In dem Term
Hpipol, der die Dipolkopplung der Elektronen an das elektrische Feld beschreibt, ist hier nur
der Interbandbeitrag beriicksichtigt, ein weiterer Summand, der Intrabandbeitrag, wird fiir die
folgenden Betrachtungen vernachlissigt, was meist in guter Naherung moglich ist. Es ist be-
reits verwendet worden, dass fiir optische Uberginge in Dipolniherung hier die Auswahlregeln
Am; = +1 gelten, wodurch nur noch die Ubergiinge Vg —cC und vz — C1 moglich sind.

1
3
Auferdem wurde benutzt, dass nur die Nicht-Diagonalelemente des Dipoloperators ungleich

null sind:
J:z,c d_:z,v _ 0 J:z,v
dy. d, d, 0

Beriicksichtigt man zunéchst zur Vereinfachung nur den ¢ = 0-Beitrag des elektromagnetischen
Feldes, also Ez—o = E, ergibt sich eine k-diagonale Dichtematrix fiir dieses Zweibandsystems
in Blochbasis, welche fiir jeden k-Punkt die folgende Gestalt hat:

oo [ lda (oo ) _ < 1 )
(chor) (oo i S
mit den Besetzungsfunktionen f¢ und fy fiir Leitungs- und Valenzband und der Ubergang-
samplitude ¥ vom Valenz- ins Leitungsband. Mit Hilfe der Dichtematrix lassen sich alle Er-

wartungswerte von Operatoren berechnen. Fiir die makroskopische Polarisation des Systems
folgt als Erwartungswert des Dipoloperators:

By = (d)(1) = & 3 S a0y = o 3 [, +uind,]  32)
kK i k

% Auch in Dipolnéherung muss hier im Allgemeinen ein kleiner, aber endlicher Impuls ¢ des elektromagnetischen
Feldes beriicksichtigt werden.
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Die zeitliche Entwicklung der makroskopischen Polarisation 14sst sich mit Hilfe von Bewegungs-
gleichungen fiir die Dichtematrixelemente berechnen. Die Heisenberg-Bewegungsgleichungen
fiir einen beliebigen, nicht explizit zeitabhéngigen Operator A(t) lauten:

= LHA)

SAW) = A = 5

dt

Damit sind dann die Bewegungsgleichungen fiir die Dichtematrixelemente:
d, i f
¢k <vkck> (Ogecx + Ukck>
- g (B~ B v — 78 B (i~ )

- Z V, ( Uk,+ k VK Ck) + <U1T(+Q~CL_q~Ck'Ck> + <U1T<CL,+-»Ck+ 7Ck!) — <vltvl,+qvk/ck+§>>

k’,tf
d f 1 i
i fk <Ckck> {Gccx + )
v 1
tev Z Vy < (CLJr cL 70kCk) + <C;r(+ UIT(, AKCk) + (chLJr ~Clhq Ck!) — (chL,+ vk/ck+q>>
k'.q

An dieser Stelle lésst sich erkennen, dass sich in allgemeinster Form keine geschlossenen Bewe-
gungsgleichungen zur Bestimmung der Dichtematrixelemente ergeben. Uber die Bewegungs-
gleichungen werden Erwartungswerte fiir zwei Erzeugungs- oder Vernichtungs-Operatoren an
Erwartungswerte von vier Operatoren gekoppelt. Bei der Berechnung der Bewegungsgleichun-
gen von den Erwartungswerten von vier Operatoren, wiirden diese an solche mit sechs Opera-
toren gekoppelt, usw. Die einfachste, an dieser Stelle mogliche Naherung ist die Hartee-Fock-
Néherung. Diese entspricht einer Faktorisierung der Erwartungswerte von vier Operatoren in
ein Produkt aus Erwartungswerten von jeweils einem Erzeugungs- und einem Vernichtungs-
Operator, also nur noch zwei Operatoren. Dabei werden jeweils unter Beriicksichtigung der
Kommutatorrelationen fiir Fermionen-Operatoren alle moglichen Kombinationen zugelassen:

(ablejdy) = (a]djr) (ble;) — (ale;) (bldj)

Mit der Random-Phase-Approximation (a};bk/> = (a;'(bk/>5kk/ folgt dann z.B. als Ndherung
eines Erwartungswertes von vier Operatoren mit der Hartree-Fock-Faktorisierung:%

(cLJr CL ack/ck> (CL/+~Ck><CL,¢Ck/>5k'+qjk (CLupck’H (jck>5CT,0

®Der hier auftretende, divergente (7 = 0)-Beitrag zur Coulomb-Wechselwirkung wird im Festkorper durch die
positive Hintergrund-Ladung der Ionenriimpfe gerade kompensiert, weil insgesamt Ladungsneutralitét im Fest-
korper vorliegt.
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Im Rahmen der Hartree-Fock-Naherung ergeben sich daraus geschlossene Bewegungsgleichun-
gen fiir die Dichtematrixelemente, die sogenannten Halbleiter-Blochgleichungen:”

. a C v C v
Zhawk = (e — 1) Yx — (fie — i)
. a c * * . a v
Zhafk = Nk — WYy = —lhafk

. 2 o= 1
mit Q= d;, E + % %: Vik' i

1
und e = B — v Z Viw (figr — da,p) mit a = {c,v}
k/

Man erhélt fiir jedes k optische Blochgleichungen als Bewegungsgleichungen der Dichtema-
trixelemente; hier sind aber die Ubergangsamplitude v und die Besetzungfunktionen " zu
verschiedenen k-Punkten durch die Coulomb-Wechselwirkung aneinander gekoppelt. Es treten
hier die durch die Wechselwirkung renormierte Rabi-Energie 2 und die renormierte Leitungs-
und Valenzbandstruktur ef, und 6ﬁ auf. Der Term 4, in den renormierten Energien e}, wird
hier eingefiihrt damit im Grundzustand des Systems, also ohne angeregte Elektronen im Lei-
tungsband, die renormierten Energien e}, gerade der urspriinglichen Einteilchen-Bandstruktur
Ey entsprechen. Im Elektron-Loch-Bild lauten die Halbleiter-Blochgleichungen:

. 0 e e
it = (gk " g’;) i — (1 e f{g) O
. 8 e . a * *
Zhafk = Zhaf{f = b — Qdy

. % =, 1 h no 1 h
mit Qk = diva + v ; ka/¢k/ und 6le< = Ele{ — v ; ka/fe/

Die Ele{’h enthalten die volle Bandstruktur des Systems im Grundzustand. Die Hartree-Fock-
Néherung, in deren Rahmen hier das elektronische System des Festkorpers beschrieben wird,
hat zur Folge, dass in den oben angegebenen Halbleiter-Blochgleichungen bestimmte Vielteil-
chen-Effekte, wie Streuprozesse, Abschirmung und Korrelationen héherer Ordnung, nicht mehr
enthalten sind. Diese lassen sich jedoch zum Teil nachtriaglich auf phanomenologischer Ebe-
ne wieder einfiihren; die Abschirmung iiber eine statische Dielektrizitdtskonstante € in der
Coulomb-Wechselwirkung und Relaxation {iber eine ph&inomenologische Didmpfung iy in den
Bewegungsgleichungen, siehe Gleichungen (3.4) und (3.5).

Die Halbleiter-Blochgleichungen enthalten allerdings auch nichtlineare optische Effekte. Um
sich auf die lineare Optik fiir niedrige Feldstdrken bzw. Anregungsdichten zu beschrénken,
muss gelten % flf’h = 0, weil eine zeitliche Anderung der Besetzungsfunktionen bereits min-
destens quadratisch im elektrischen Feld E ist. Mit den Anfangsbedingungen® Kt=0)=0
und fl(t = 0) = 0 fiir die Elektron- und Loch-Besetzungsfunktionen erhiilt man dann die
linearisierte Form der Halbleiter-Blochgleichungen, die inhomogene Exziton-Gleichung:®

.0 () P ARICONE S | (1)
i v = (Ek n Ek> b - & E - Ek: Viaed (3.3)
"Fiir die hier eingefiihrten Coulomb-Matrixelemente gilt Viw = Vipdeew = ﬁ&su weil die Coulomb-

Wechselwirkung spinunabhéngig ist.

8Diese Wahl der Anfangsbedingungen beschreibt gerade das System im Grundzustand, in dem keine ins Lei-
tungsband angeregten Elektronen vorliegen und damit auch keine Locher jangeregt sind®.

9Die einzige dynamische Grofe, die in dieser Niherung die Reaktion des Mediums auf das externe elektrische
Feld beschreibt, ist die Elektron-Loch-Ubergangsamplitude 1/11((1).
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Der Index (1) an der Ubergangsamplitude, der die Linearitit im elektrischen Feld symboli-
siert, wird im Folgenden wieder fallengelassen, weil nur noch lineare optische Eigenschaften
betrachtet werden. Als zusétzliche Naherung wird an dieser Stelle vereinfachend die Effektive-
Masse-Naherung benutzt, was sich rechtfertigen lasst, weil im Folgenden nur optische Interban-
diiberginge im Zentrum der Brillouin-Zone beschrieben werden, aufserdem wird die effektive
Masse als isotrop'® angenommen:

Ele(,h _ % h? 2
2 QmZ h

Es sei an dieser Stelle erwdhnt, dass die Effektive-Masse-N&herung nur zur Beschreibung von
Elektronen und Lochern verwendet werden kann, die sich weitgehend frei mit den effekti-
ven Massen m; und m; durch den Kristall bewegen kénnen. An dieser Stelle wird also eine
N&herung gemacht, die nur fiir sogenannte Wannier-Mott-Exzitonen giiltig ist, deren Exziton-
Bohr-Radius eine Ausdehnung des Exzitons iiber einige Gitterpldtze im Kristall zuldsst. Diese
Beschreibung ist fiir Frenkel-Exzitonen, die stark innerhalb einer Gitterzelle lokalisiert sind,
nicht mdglich.

Im Folgenden wollen wir die Betrachtungen auf eine Komponente der Ubergangsamplitude
beschrinken. Die Polarisation des anregenden elektrischen Feldes E(w) wird dazu so gewéhlt,
dass gerade cchvE’(w) = 0 und cfclvﬁ(w) = d¢yE(w) sind. Dadurch geniigt es ab jetzt nur
noch die (Q,Z)Ilg = 1)-Komponente der Exziton-Ubergangsamplitude zu betrachten, da die

w]{,—Komponente nicht durch das speziell gewéhlte optische Feld angeregt wird. Aus Gleichung

(3.3) folgt dann nach Fouriertransformation in der Zeit :!

(hw +ay — Ek Z ka/¢k/ = —d, UE(W) (3-4)

h2k2 1 1 1
mit Ep = Ef + E}) = Egap + —— mit — = — + —
2u* proomg o omy

Und durch Fouriertransformation in Wellenvektor folgt daraus die inhomogene Exziton-
Gleichung in Ortsdarstellung zur Bestimmung der Interband-Polarisation. Dabei handelt es
sich um eine effektive Zweiteilchen-Schrédingergleichung, die die Relativbewegung von Elek-
tron und Loch beschreibt:

- h?
k—s 7 [hw + 1y — Egap + o V2 + V(7)| (7, w) = —de o E(w)d(7) (3.5)
1 1 1 2
mit —=-—+— und V(7) = 67_,
proomE o omy 4mege|T]

Hier wurde wiederum ein isotropes und insbesondere k-unabhingiges Dipolmatrixelement an-
genommen.

10Genaugenommen widerspricht eine isotrope effektive Masse der Annahme, dass die energetische Entartung
zwischen LH- und HH-Valenzband am I'-Punkt durch eine Verspannung im Kristall aufgehoben ist, sie wird der
Ubersichtlichkeit aber trotzdem verwendet. Physikalische Effekte gehen dadurch im Folgenden nicht verloren.

"Der kleine® Imaginérteil 4y ist hier auch notwendig, um das kausale Verhalten des Systems zu gewshrleisten.
Er wird aber, wenn er phinomenologisch eingefiihrt einer Ddmpfung im System entsprechen soll, nicht als
verschwindend klein angenommen.
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Die Losungen dieser inhomogenen Differentialgleichung lassen sich nach den bekannten Losun-
gen der zugehorigen homogenen Gleichung, der sogenannten Wannier-Gleichung

h2

~2a

V2 V(#) + Egap — w] $u(F) = (B + Baap — 1)t ()
entwickeln:

T;Z)(F’ w) = Z bu(w)d)u(F)

Die Losungen 1, (7) der Wannier-Gleichung entsprechen den Eigenfunktionen des Wasser-
stoffatoms mit effektiven Parametern fiir die Elektron-Loch-Massen und die statische Dielek-
trizitdtskonstante € — sowohl fiir die gebundenen als auch fiir die Streuzustdnde. Die hier
auftretende Exziton-Bindungsenergie F; wird im Folgenden als Einheit der Energie £ = E
verwendet, und der Exziton-Bohr-Radius ajj als Léngeneinheit, siche dazu auch Anhang A.1.
Nach Einsetzen dieser Entwicklung in die inhomogene Exziton-Gleichung und Bestimmung der
Entwicklungskoeffizienten lésst sich die Losung der inhomogenen Exziton-Gleichung angeben:

1

hw + iy — Egap — Ey ¥u(7) (3.6)

G(Fw) = —deyE(w) > 9} (F = 0)

Fiir die makroskopische Polarisation folgt dann nach Gleichung (3.2):

P) = 5 3 [d5() + depi(@)
E
e PE@) S [ (7 = 0)2 [ ! !

hw+iy — Egap — B, hw + iy + Egap + E,

Hier wurde die Fouriertransformierte der Ubergangsamplitude verwendet:
vpw) = [ Ereuw)
. 3,1 ik7,) -
und damit v ng(w) = /d "V Ze Y(F,w) = (7= 0,w)
k

—

k

Das heifit, die optische Suszeptibilitdt (lineare Antwort auf optische Felder) fiir e™-h-Paar-
Anregungen ist damit:

1 1
hw+ iy — Egap — By hw + iy + Egap + B,

() = —ldenP 3 (= 0) [ (3.7)

Hierbei ist der zweite Summand in Gleichung (3.7) ein nicht resonanter Anteil fiir positive
Frequenzen w > 0 und meist klein, weshalb er in den folgenden Betrachtungen vernachléssigt
wird. Aus dem Imaginérteil von x(w) ergibt sich die Absorption des Mediums und aus dem
Realteil der Brechungsindex, jedenfalls der Beitrag, der durch Anregung von Elektron-Loch-
Paaren verursacht wird. Es werden hier nicht nur die gebundenen Elektron-Loch-Zustinde
beriicksichtigt, sondern auch alle Kontinuumszusténde, die ebenfalls wesentlich durch die Cou-
lomb-Wechselwirkung beeinflusst werden. Die Kontinuumszusténde sind jetzt nicht mehr die
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Zusténde freier Teilchen, in Effektiver-Masse-Néherung ebene Wellen, sondern die Streuzu-
stdnde des Wasserstoffatoms mit effektiven Parametern, in Ortsdarstellung die sogenannten
Konfluenten Hypergeometrischen Funktionen. Die Oszillatorstirken der jeweiligen Uberginge
werden bestimmt durch das Dipolmatrixelement |d.,|> und |¢, (7 = 0)|?, die Wahrschein-
lichkeit Elektron und Loch am selben Ort bzw. in der selben Gitterzelle zu finden. Daraus
folgt direkt, dass in Dipolndherung nur s-artige Exziton-Zusténde an optische Felder koppeln,
weil fiir alle anderen Drehimpuls-Komponenten ¢, (7 = 0)|? = 0 gilt. Explizites Ausrechnen
des Imaginérteils von Gleichung (3.7) ergibt mit den bekannten Wasserstoff-Zustédnden die
sogenannte 3D-Elliott-Formel:

™

den]? [= 1 1 eva
Im x*P (w) = e > —50(hw — Egap — E3Dy 4 i5s O(8)— = (3.8)
n=1

A
mit A = hw — Eqgap

Ohne endliche Ddmpfung erwartet man unter Beriicksichtigung der Exzitonen unterhalb der
Bandliickenenergie diskrete Absorptionslinien, entsprechend dem gebundenen Wasserstoff-
Spektrum mit effektiven Parametern. Ab der Bandliickenenergie folgt ein kontinuierliches Ein-
setzen der Absorption des Festkorpers durch exzitonische Interband-Polarisation. Allerdings
ist der Absorptionskoeffizient des Kontinuums im Exzitonen-Bild nicht mehr proportional zur
Einteilchen-Zustandsdichte, und insbesondere durch die Coulomb-Wechselwirkung stark iiber-
hoht, siehe [Yu/Cardona, 1999].

Bisher haben wir uns in diesem Kapitel mit einem vereinfachten System beschéftigt, weil der
endliche Impuls ¢ des elektromagnetischen Feldes vernachléssigt worden ist. Endlicher Impuls
des Feldes fiihrt aber gerade dazu, dass E’#O—Fourierkomponenten des elektrischen Feldes in
der Herleitung der inhomogenen Exziton-Gleichung mitberiicksichtigt werden miissen. Bei der
Anregung eines Exzitons wird auf dieses der endliche Impuls ¢ des Photons iibertragen. Die-
ser Impuls ¢ des Feldes fithrt in dem unendlich ausgedehnten, dreidimensionalen Kristall zu
einer Schwerpunktbewegung des Exzitons. Unter Beriicksichtigung endlicher Impulse ¢ folgt
gerade die inhomogene Exziton-Gleichung in k-Darstellung in Relativ- und Schwerpunktkoor-

dinaten:!2

. 0 ho X 1
Vg = (B + B+ BY ) g g~ dew By - v 2 Vit g
K

bzw. in Ortsdarstellung mit Effektiver-Masse-Ndherung:

, n? n?
[hw + 1y — Egap + —*V%—}—

Die entsprechende homogene Wannier-Gleichung lautet unter Beriicksichtigung der Schwer-
punktbewegung:

[h22 h*

, L e
5V Vi V(f‘)} O(7, R) = Eyes®(7, ) (3.10)

12E§( bezeichnet hier die Energie der Schwerpunktbewegung des Exzitons, in Effektiver-Masse-Naherung:

X_7"L2q2 . * * *
Eq~ = 53i% mit M*™ =m; +mj,.
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In einem dreidimensionalen Kristall lassen sich aber Relativ- und Schwerpunktbewegung von-
einander separieren, weil dann als einzige Randbedingung die Normierbarkeit der Wellen-
funktionen gestellt werden muss, analog zum Wasserstoffatom. Dadurch werden die folgenden
beiden Eigenwertgleichungen gegeben:

hZ
_ QH*

V2~ V(7) + Egap — i'y] Yo (7) = (By + Egap — 1) (7)

h? - ﬁ

|:_ IM* V%:| ¢Q(R) = Elf@](R)

h2q2

mit Eges =F, + EGap + E;( =F, + EGap + W
g _, 1 i

und  ®(F, R) = ¢y(R), (7) = e @, (7)

Fiir den dreidimensionalen Kristall ergibt sich daraus direkt der fiir positive Frequenzen w
resonante Beitrag zu der nun g-abhéngigen Suszeptibilitdt des Systems:

1
hw + iy — Egap — Eu

o (.11)
T 2M~F

(g w) = —ldeu? 3 [, (F = )P

Im idealisierten, dreidimensionalen Kristall liefert die Exziton-Schwerpunktbewegung also nur
einen additiven Beitrag 721;212 zum Resonanznenner der Suszeptibilitdt des Systems. Fiir ein
System mit endlicher rdumlicher Ausdehnung lésst sich aber die Gleichung (3.10) nicht mehr
durch Separation von Schwerpunkt- und Relativbewegung 16sen, da diese dann iiber die not-
wendigen, je nach Geometrie des Kristalls speziellen, Randbedingungen gekoppelt sind. Eine
analytische Losung des Problems und eine analytische Angabe der Suszeptibilitdt des Systems
sind dann im Allgemeinen nicht mehr méglich. Die verdnderten optischen Eigenschaften einer
Halbleiterschicht mit in einer Raumrichtung endlicher Ausdehnung werden deshalb in Kapitel

3.3 numerisch untersucht.

3.2.2 Die Exziton-Gleichung im Volumenkristall

Im letzten Kapitel ist die 3D-Elliott-Formel (3.8) mit den bekannten Wasserstoff-Eigenzusténd-
en analytisch angegeben worden. In diesem Kapitel wird zundchst vorbereitend auf die spa-
teren Berechnungen die inhomogene Exziton-Gleichung (3.4) im dreidimensionalen, unendlich
ausgedehnten Kristall in Effektiver-Masse-Ndherung in Abhéngigkeit der Anregungsfrequenz
numerisch geldst. Daraus ergibt sich mit endlicher Dadmpfung der Imaginérteil der Suszep-
tibilitdt des Systems ohne Schwerpunktimpuls, also fiir ¢ = 0. Im unendlich ausgedehnten
Kristall hat die zu betrachtende inhomogene Exziton-Gleichung (3.4) fiir die Elektron-Loch-
Ubergangsamplitude ¥;(w) mit einer kleinen, phinomenologisch eingefiihrten Démpfung ivy
folgende Gestalt:

. 1
(hew = By +in)bp(w) + 5 > Vipthp (W) = —dey B(w) (3.12)
;;
h2k? 1 1 1
mit Ek:EGap+—* mit — = + —

2p preome o my,
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Man erhalt fiir diskret liegende k-Vektoren eine Matrixgleichung zur Bestimmung der Uber-
gangsamplitude bei vorgegebenem externen E-Feld. Es wird hier wieder ein isotropes und ins-
besondere /Z—unabhéingiges Dipolmatrixelement verwendet. Um die Symmetrie der Gleichung
(3.12) ausnutzen zu konnen, ist es zweckmékig diese in Kugelkoordinaten zu transformieren.
Die in Effektiver-Masse-Ndherung eingesetzte Bandstruktur ist bereits nur von |E | abhéngig,
hat also Kugelsymmetrie. Der winkelabhiingige Teil der Ubergangsamplitude lisst sich nach
der vollstédndigen Basis der Kugelflichen-Funktionen Y}, (0, ¢) entwickeln:

ZYim "/Jlm k w)

Durch Einsetzen dieser Entwicklung in (3.12) und beziiglich der neuen Basis, mit den Coulomb-
Matrixelementen Viy,, (k, k'), ergibt sich nach kurzer Rechnung zur Beschreibung der Uber-
gangsamplitude die Exziton-Gleichung in Kugelkoordinaten:!?

(hew — By, + 19)m (k) / AR S Vit (b, K Y (K, 0) = —doyy B@)d00mo  (3.13)
l/ !

mit den Coulomb-Matrixelementen

Vivrmme (ky k') = kl2 /d9d¢/d9 d¢'Y;:. (0, ¢) sin (G)V(E,IQ)Yl/m/(Q’,gb’) sin(0")

Die Berechnung der Coulomb-Matrixelemente liefert:'4

Wl’mm’ (k7 k/) = Wm(ka k/)éll/(smm’

Das heift die Coulomb-Wechselwirkung koppelt keine verschiedenen [- und m-Komponenten.
Der treibende Term in Gleichung (3.13) ist nur ungleich Null fiir [ = 0 und m = 0. Daher
geniigt es die Gleichung (3.13) vereinfachend nur fiir ¢;—¢ m=o(k,w) zu betrachten, weil ei-
ne Anregung der anderen Komponenten nicht erfolgt. Ausfithren der Winkelintegrationen im
Coulomb-Potential liefert unter dieser Annahme die zu losende Exziton-Gleichung in Kugel-
koordinaten

(hw — FE + i’)/)woo(/{?,w) + /d/{?/Voo(/{?, k/)¢00(kl,w) = —dwE(w)
0

mit den Coulomb-Matrixelementen:

Voo(k, k') = (3.14)

e? k:'l k4K
4dm2eg k k—k

Aus dieser Matrixgleichung kann nun die Ubergangsamplitude in Abhéingigkeit der Frequenz
w berechnet werden, woraus sich in Kugelkoordinaten die Suszeptibilitdt xoo(w) des Systems
iiber die makroskopische Polarisation ergibt.

13In diesem Kapitel werden in iiblicher Weise fiir die Berechnungen alle k-Summen in ein dreidimensionales
k-Integral iiberfiihrt <+ > - — ﬁ [ d*k
'4Sieche Anhang A.2
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Bei deren Berechnung reicht jetzt natiirlich die Berticksichtigung von vy (k,w) aus, weil andere
Komponenten durch den treibenden Term d., E(w)d;,00m,0 nicht angeregt werden:

1 o0
Po()(w) =53 /dkjkzdszoo(k‘,w)
2
0
Mit dem externen E-Feld folgt dann die Suszeptibilitét:

x00(w) = ?}i}‘? (3.15)

Die in Kapitel 3.3 gewdhlte Symmetrie zur Losung der inhomogenen Exziton-Gleichung ent-
spricht der von Zylinderkoordinaten. Auch wenn dort das Problem in einer der drei Dimensio-
nen im Ortsraum diskretisiert wird, wird hier vorbereitend die Gleichung (3.12) in Zylinder-
koordinaten im k-Raum gelost. Dazu lisst sich der vom Azimutal-Winkel abhéngige Teil der
Ubergangsamplitude entwickeln nach:

Pp(w) =) o (k) by w)e™?

Zur Berechnung der Coulomb-Matrixelemente siehe Anhang A.2. Es erfolgt auch hier keine
Kopplung verschiedener m-Komponenten durch die Coulomb-Wechselwirkung, wodurch eine
Betrachtung der m = 0-Komponente der Ubergangsamplitude ¢0(k\\7/€Z7w) ausreicht. Nach
Ausfithren der Winkelintegration im Coulomb-Matrixelement ergibt sich dann die Exziton-
Gleichung in Zylinderkoordinaten:

(hw—Ek—i-Z")/)wo(kH,kz,w)—l— /dkz/d/{?HkVQ(k, |,|,kz,k;)¢o( "‘,k;,w) = —dCﬂ)E(u))
—00 0

mit den Coulomb-Matrixelementen:
2
e 1

Am%eo | Ik + K2+ (ks — R — (2472

I z I

Die Polarisation berechnet sich in Zylinderkoordinaten aus der Ubergangsamplitude folgen-
dermafien:

Py(w) = (2i)2 / dk, / dlkd®, o (k, )
—00 0

Daraus ldsst sich wiederum die Suszeptibilitdt des Systems nach Gleichung (3.15) berechnen.
Der Absorptionskoeffizient des Systems ist direkt proportional zum Imaginérteil der Suszepti-
bilitat, welcher in den Abbildungen 3.1a und 3.1b in Kugel- und Zylinderkoordinaten berech-
net dargestellt ist.

Die leichten Abweichungen der beiden Darstellungen sind nur numerischer Natur. Der Rechen-
aufwand bei der Losung in Zylinderkoordinaten ist sehr viel héher, weil dort zwei Koordinaten
diskretisiert werden miissen, die Ergebnisse stimmen dadurch nicht ganz so gut mit den Er-
wartungen iiberein. Insbesondere wird in Abbildung 3.1b der Ubergang in das Kontinuum
aufgrund der begrenzten Anzahl an Stiitzstellen fiir die Diskretisierung nicht so gut wieder-
gegeben wir in Abbildung 3.1a. Die Singularitdt in dem ,Coulomb-Integral“ wurde in beiden
Fillen numerisch gehoben, siche dazu Anhang B.3.
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Kugelkoordinaten:
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X
(hol2m-E_ )/E,

Abbildung 3.1a: Negativer Imaginérteil der Suszeptibilitdt, in Kugelkoordinaten berechnet

Zylinderkoordinaten:

7

=im(x(e))
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X
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Abbildung 3.1b: Negativer Imagindrteil der Suszeptibilitét, in Zylinderkoordinaten berechnet
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3.2.3 Das Exziton-Polariton im Volumenkristall

Als Polaritonen im Allgemeinen bezeichnet man die Quasiteilchen der Ausbreitung elektroma-
gnetischer Wellen (Photonen) in Materie unter starker Kopplung an die Ladungstréger (Anre-
gungen) des Systems. Exziton-Polaritonen sind nun speziell die Quasiteilchen der Ausbreitung
elektromagnetischer Wellen im Energiebereich exzitonischer Resonanzen. In Halbleitern mit
direkter Bandliicke besteht im Allgemeinen eine starke Kopplung zwischen den Exzitonen im
Kristall und den Photonen eines einfallenden Lichtfeldes. Um dieser starken Kopplung Rech-
nung zu tragen, ist eine Analyse der optischen Eigenschaften des Kristalls im Polaritonen-Bild
notwendig, eine storungstheoretische Behandlung reicht oft nicht aus, weil die Kopplung nicht
mehr als ,schwach“ einzustufen ist. Deshalb ist es notwendig neue Quasiteilchen, die Photon-
und Exziton-Eigenschaften vereinigen, zu betrachten, die Exziton-Polaritonen.!® Diese sind
oft hilfreich, um die beobachteten optischen Eigenschaften von Halbleitern fiir geringe Anre-
gungsleistung zu verstehen. Es werden hier zunéchst die optischen Eigenschaften des Systems
aus Sicht der klassischen Elektrodynamik beschrieben. Am Ende dieses Kapitels wird ein Ein-
blick gegeben in eine voll quantenmechanische Beschreibung der Polaritonen, wobei dabei die
Einflihrung der Polaritonen direkt am Hamiltonoperator des Systems in zweiter Quantisierung
durchgefiihrt wird.

In Kapitel 3.2.1 haben wir den durch Exzitonen verursachten, resonanten Beitrag zur Suszep-
tibilitat eines Volu